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 غير قابل استناد  اولويرايش 

 

 جبر اعداد حقيقي
اين مطلب . پردازيم كه در مباحث حساب ديفراسيل و انتگرال بدان محتاج هستيم ترين مطالبي مي در اين فصل به مرور مهم

چنانچـه  .انـد  ي تابستان به بعد با آن آشنا شـده  آموزان از دوره مشتمل بر مروري مجدد بر خواص اعداد حقيقي است كه دانش
توانيد آنهـا را بـه سـرعت     باشيد، مي  ي كافي با اين مباحث آشنا شده آن به اندازه ي حسابان و دروس پيش از شما در مطالعه

و پـيش شـرط درك     مرور كنيد؛ با اين حال بايد يادآوري كنيم كه تسلطّ بر اين مفاهيم، به ويژه خواص ترتيبي اعداد لازمـه 
تـر رياضـيات    ، كه خود مقدمـه دروس عـالي  در واقع درك علمي اين درس. باشد بهتر و مؤثر مفاهيم و مباحث اين درس مي

هـا و ديگـري آشـنا شـدن بـا       يكي تسلط بـر خـواص نـابرابري   : ي مهم و استوار است مؤلفه بر دو نظير آناليز رياضي است، 
 .وار داده و ننايج آنها است هاي تجزيه و تحليل و تركيب منطق هاي اين درس كه مبتني بر روش شيوه

 
 يقياعداد حقيقي و خط حق 1-1
منظورمان از دستگاه اعداد حقيقي، مجموعه اعداد حقيقـي،  . دانيم كه حسابان بر خواص دستگاه اعداد حقيقي استوار است مي

 اعداد حقيقي اعدادي هستند كه بتوان آنها را به صورت اعشاري . اعمال جمع و ضرب اين مجموعه و خواص جبري آن است
 .بيان كرديا تقريب اعشاري 

 .هر يك از اعداد ذيل يك عدد حقيقي استبراي نمونه 
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تكراري و از جـايي  البته وقتي دنباله ارقام .آن است كه دنباله ارقام هميشه ادامه دارد» . . .«در هر حالت، منظور از سه نقطه 

 .گردد نظر مي به بعد هميشه برابر صفر باشند از نوشتن آنها صرف
 

                                                7504
3 /−=                     55 = 

تفاوت اساسي در باب اين اعداد وجود دارد، براي سـه تـاي اولـي الگـوي تكـرار ارقـام       . اما براي سه عدد بعدي چنين نيست
اي بـراي رونـد    هيچ الگوي شناخته شـده  πو   2لكن براي . باشد ي ارقام بر ما معلوم مي بديهي و روشن است و دنباله

بنـابراين اعـداد   . نـاميم  را گنگ يا اصـم مـي   πو  2سه عدد نخست را گويا و دو تاي آخر يعني . رار ارقام وجود نداردتك
تر آن اسـت كـه هـر دو دسـته بـه       ي جالب نكته. شوند ي بزرگ يعني اعداد گويا و اعداد گنگ تقسيم مي حقيقي به دو دسته

 .اند اي بسيار فشرده و در كنار هم با هم به نوعي تنيده شده هگون
 خط حقيقـي چنين خط مستقيمي را . دهيم توانيم به صورت نقاط يك خط مستقيم نشان  به زبان هندسي، اعداد حقيقي را مي

ي ايـن   عكس هر نقطهاي بر اين خط است و بر  هر عدد حقيقي، چه گويا و چه گنگ، متناظر نقطه. ناميم مي محور حقيقييا 
  )1-1شكل . (خط نظير يك و تنها يك عدد حقيقي است
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 1-1شكل 
خـواص مربـوط بـه    ) 3. (خـواص ترتيـب  ) 2. (خواص جبري) 1: (بندي كرد توان در سه رده دسته خواص اعداد حقيقي را مي

اما بايـد  . ي ابتدايي با خواص جبري اعداد حقيقي آشنايي داريد از دوره شما در طول تحصيلتان، حتي. پيوستاري اعداد حقيقي
 چرا؟ ! ي تجربي داشته تا صورت رياضي گفت كه آشنايي شما بيشتر جنبه

 :جايي دارد به دانيد كه مثلاً جمع اعداد خاصيت جا براي نمونه، شما مي
2332 +=+ 

141441 −=−+=+− )( 

2
1322

132 ++=++ )()( 

هـاي فـوق نيـاز بـه      هاي موردي مانند تساوي  در واقع تساوي. ها از راه تجربه حاصل شده است گونه تساوي اما برقراري اين
حكـم كلـي   اما وقتي اينگونه خواص اعداد را بخواهيم در قالب يك كلّيت و بـه شـكل يـك    . برهان و استدلال نداشته است

 .گر با تجربه درستي آنها بر ما معلوم نخواهد شدبيان كنيم دي رياضي
 چرا؟

 :به ناچار محتاج استفاده از حروف خواهيم شد. هايي را بيان داريم بهتر است صورت كلي چنين تساوي
 

 a + b = b + aهمواره                                                                   
 :يا آنكه بگوييم

  a + b = b + a     , b , aراي هر دو عدد ب                                                                                         
 . برابر است aبا  bبا حاصل جمع  bبا  aحاصل جمع  b , a  براي هر دو عدد حقيقيبه زبان عادي منظورمان اين است كه 

اگر ما براي يكصد زوج از اعداد حقيقي، يا يك ميليون زوج از اعداد . توجه كنيد» b , aدو عدد حقيقي  براي هر«به عبارت 
b , a ؛ دليـل آن  ايـم  درستي حكم كلي را محقق نساختهها شويم،  ، حاصل دو طرف را حساب كرده و متوجه درستي تساوي

يكصد سال، يـك ميليـون سـال و يـا چنـد      . داد حقيقي استپايان بودن مجموعه اع نامتناهي بودن و به اصطلاح عاميانه بي
 .پايان، نامتناهي است شود زيرا مجموعه اعداد حقيقي بي ميليارد سال كه وقت صرف كنيم، تجربه كنيم ادعايمان محقق نمي

سـامان يافتـه   وار مجموعه اعداد حقيقـي بـه صـورت     اي وجود دارد و آن وضع تئوري حل ساده ظاهراً راه! زياد ناراحت نباشيد
حل ساده از اين قرار است كه وقتي براي درستي يك حكـم نتـوانيم    اين راه. ناميم باشد كه آن را دستگاه اعداد حقيقي مي مي

  اصـل موضـوع  دليلي مستدل و منطقي اقامه كنيم و يا آنكه به عللي اصولاً نخواهيم دليلي بياوريم، آن حكم را تحت عنـوان  
  .پذيريم مياي است كه آن را بدون دليل و برهان  حكم يا گزاره نداشتببنابراين . كنيم مي و يا بنداشت مطرح) اصل(

هـاي آن تئـوري    ها در انتخـاب بنداشـت   كننده تئوري البته شواهد تجربي براي بسياري موارد الهام بخش رياضيدانان و واضع
 .است

انـد كـه    چنـين خـواص مـدعي   . ايد رتي تجربي آشنا شدهخلاصه كلام آنكه شما تاكنون با خواص جبري اعداد حقيقي به صو
توان بـا هـم ضـرب كـرد و      اعداد حقيقي را مي. توان با هم جمع كرد و حاصل عددي حقيقي خواهد بود اعداد حقيقي، را مي

حكام اينك برخي از اين ا. الاشاره، برقرارند همچنين قواعد معمول حساب، از جمله دو قاعده فوق. حاصل عددي حقيقي است
 .داريم را در قالب بنداشت بيان مي

 .دهيم نشان مي Rمجموعه اعداد حقيقي را در مابقي اين كتاب به 

2- 1- 0 13
1 3
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 هاي جمعي بنداشت 1-2
نشـان داده  + اين عمل كه در واقع يك تابع است بـا نمـاد   . ناميم يك عمل دوتايي وجود دارد كه آن را جمع مي Rدر ) 1ج(

اعـداد   a + bو   b , aدهـيم كـه در آن    نشـان مـي   a + bبـه  ) a , b(مقدار اين تـابع را بـع ازاي زوج مرتـب    . شود مي
 .يك عدد حقيقي استلذا حاصل جمع بر هر زوج از اعداد حقيقي خود . اند حقيقي

 .داريم  y , xبراي هر دو عدد حقيقي ) 2ج (
xyyx +=+ 

 .ناميم جايي جمع مي به اين بنداشت را خاصيت جا
 داريم z , y, xبراي هر سه عدد حقيقي ) 3ج (

(x + y) + z = x + (y + z) 
 .ناميم مي Rپذيري  اين بنداشت را خاصيت شركت

 و x، به طوري كه به ازاي هر عدد حقيقي )صفر( 0شامل عددي است به نام  R. ني جمعوجود عضو هما) 4ج (
xx =+0 

 وجود دارد به طوري كه yعضوي از مانند  xوجود عضو قرينه ، به ازاي هر عدد حقيقي ) 5ج ( 
0=+ yx 

اكنون در واقـع مـا بـا يـك دسـتگاه جبـري       . توانيم خواص اعداد حقيقي را به دست آوريم با استفاده از اين پنج بنداشت، مي
ايـن  . كنـد  هـاي فـوق صـدق مـي     به انضمام يك عمل دوتايي كه در بنداشت Rمجموعه اعداد حقيقي سروكار داريم، يعني 

اينك به عنوان نمونه برخي نتايج منطقي . ناميم مي تگاه اعداد حقيقيدسايم  دستگاه جبري را همچنان كه قبلاً نيز گفته
 .كنيم اثبات مي Rرا در باب 

 .منحصر به فرد است Rاز  oثابت كنيد عضو  ـ 1ال مث
 دراين صورت . را داشته باشند Rهر دو نقش صفر يعني عضو هماني جمع  oo,١٢فرض كنيم  ـ  حل

٢١١)                                         ٢oبا توجه به هماني بودن ( ooo += 
١٢)                                       جايي به با توجه به خاصيت جا( oo += 
   =٢o)                                                 ١oبا توجه به هماني بودن (

 .توانيد برخي از خواص اعداد حقيقي را ثابت كنيد شما نيز مي
 فعاليت كلاسي

 صر به فرد استعضو قرينه هر عدد حقيقي منح  ثابت كنيد
12فرض كنيم  -برهان y,y  در اين صورت . باشند xهر دو قرينه عدد حقيقي  

012)                                                          4با توجه به ج ( += yy 

yx(y()                                            5با توجه به ج ( 12 ++= 

12)                                            3با توجه به ج ( y)xy( ++=        
10)                                                          5با توجه به ج ( y+=   
 1y   )                                               3، ج  2با توجه به ج (

−xبا نماد  xي عدد حقيقي  معمولاً قرينه y(x(جمع  و همچنين حاصل  yxرا به شكل ساده  +− را بـه شـكل    −
yxساده   .ناميم ميy,x تفاضلنويسيم و آن را  مي −

 .كنيم به مثال ديگري از خواص اعداد حقيقي توجه مي
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x,yبراي هر دو عدد حقيقي  ـ  مثال  .ثابت كنيد 
yxyx −−=+− )( 

)yx(منظور از  ـ  حل yxقرينه  −+  پس بايد نشان بدهيم كه . است +
0=−−++ )yx()yx( 

 :داريم
yx()yx()yx(yx()                    جايي جمع جابه( −−++=−−++  

                                          )]y)yx[(y −−+=   
y(y(!)                                    پذيري شركت( −+= 0 

                                                         )y(y −+= 
                                                                       0= 

  ـ  فعاليت كلاسي
)x,x)xثابت كنيد براي هر عدد حقيقي  -1 =−− 
  x,y,zبراي هر سه عدد حقيقي  -2

zyzxاگر                                         yxآنگاه  +=+ =  
 )قانون حذف(

  ضرب اعداد حقيقي 1-3
بـه عـلاوه   . پـذيريم  اين ويژگي را به عنوان يك بنداشت مي. دانيم كه ضرب دو عدد حقيقي عددي است مان مي از تجربيات

 پذيريم از آن جمله  ر اعداد حقيقي را در رابطه با عمل ضرب نيز به عنوان بنداشت ميهاي ديگ برخي از ويژگي
x,y                           yxxyبراي هر سه دو عدد حقيقي       = 
x,y,z                     z)xy()yz(xبراي هر سه عدد حقيقي       = 

x,xxو براي هر عدد حقيقي  ≠01وجود دارد به قسمتي كه ) 1با نماد (عددي به نام يك  =×1  
 xy=1وجود دارد به قسمتي كه       y، عددي حقيقي مانند  xبراي هر عدد حقيقي غير صفر مانند 

y  را وارونx ناميم مي. 
 .پذيري ضرب روي جمع برقرار است  در رابطه با عمل جمع، خاصيت زير، به عنوان خاصيت توزيع

                                           xzxy)zy(x +=+ 
لـي وقتـي حكمـي    به طور ك. ايم را تجربه كرده(*) البته منظورمان حكم كلي است و گرنه در باب اعداد خاص، بارها درستي 

 .تر حكم زير است صورت ساده(*) در واقع . شود منظور حكم كلي است بر حسب حروف بيان مي) x(مانند 
x,y,z    xzxy)zy(xبراي هر سه عدد حقيقي  +=+  

 .را ثابت كنيم Rهاي ضرب  توانيم برخي از ويژگي اكنون، با داشتن اين احكام مي
 .فرد است منحصربه) غير صفر(وارون هر عدد حقيقي  ـ 1 مثال

12فرض كنيم  y,y  هر دو وارونx پس .باشند 
                               

                                                         12 =xy   11و =xy     
 :نويسيم مي

                           2221212111 11 yyy)xy(y)xy()xy(yyy =====×=   
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را با  xگاهي وارون .دهيم نشان مي -1را با نماد  xبنابراين حق داريم وارون 
x
 .دهيم نيز نشان مي 1

 است، به زبان نمادي xبرابر  xوارون وارون  ـ 2مثال 
                                                           x)x( =−− 11     

x=1بايد نشان دهيم     )x( را داشته باشد، اما اين تساوي خود طبق تعريف  x−1نقش وارون  xتا طبق تعريف  −1
 .وارون برقرار است

حاصل ضرب  ـ  قرارداد
y

.x تر  را به شكل ساده 1
y
x نويسيم ،  مي

y
x  در واقع حاصل تقسيمx  برy باشد مي. 

 
 فعاليت كلاسي

 ,x,y,zثابت كنيد براي هر سه عدد حقيقي  -1
                                                                  xzxy)zy(x −=−   

 .و عكس اين حكم نيز برقرار است y=0يا  x=0انگاه  xy=0ثابت كنيد هر گاه  -2
 ،  yو  xبراي هر دو عدد حقيقي  -3

xy(y)x()y(x()                                        الف −=−=− 
)y)(x(xy                             )ب =−−    
 بسط اعشاري اعداد گويا 1-4

 ربسط اعشاري يك عدد گويا، يك عدد اعشاري  نظي

                                               7504
3 512و       =/

3 /= 
 ناپذير متناوب ساده يا مركب است نظير  اعشاري پايان تقريبو يا يك 

6066600003اعشاري متناوب ساده                             تقريبيك 
2 // == 

380833300006                  اعشاري متناوب مركب تقريبيك 
5 // == 

عدد نامند و بالاي ارقـامي   دوره گردششوند را  اعشاري متناوب ساده و يا مركب دسته ارقامي كه مرتب تكرار مي تقريبدر 
 شوند و مميز قرار دارند ارقام غير گردش ناميده مي  اند خط كشيده شده است و تعدادي رقم كه بين دوره گردش كه دوره گردش

                                        ٨۵١۴٢٠٠١٧/٠
۵۶
١
538461013و             =

7 /= 

توانيد از فرمول زير، كسر يا عدد گوياي مسـاوي   مي. داشته باشيد) ساده يا مركب(اعشاري متناوب  تقريباگر يك  ـ  نتيجه
 .آن را به دست آوريد

ma...aaفرض كنيد  nb...bbارقام غير گردش و  21  :ي گردش عدد باشند، در اين صورت ارقام دوره 21

{
mn

mnm
nm

aabbbaaabbbaaa
٩٩...٠٠٩...٠

.............../٠ ٢١٢١٢١
٢١٢١

321

−
=   
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 .دهند را نشان مي) 1(هاي زير، نحوه استفاده از فرمول  مثال

24975
446

99900
11785785010 =

−
=/                         3

2
9
660 ==/  

 
بنابراين اعداد گنگ، اعـدادي هسـتند كـه    .شود نباشد گنگ يا اصم ناميده مي) ساده يا مركب(اعشاري كه متناوب  تقريبهر 

 :مانند. پايان است ولي متناوب نيستند بسط اعشاري آنها بي
.../41421356212 = 

 .../1415926533=π عدد پي 
.../e  عدد نپِر =71828182842

baعددي گنگ، اعداد  bعددي گويا و غير صفر باشد و  aاگر  :1قضيه  و  abو  ±
b
a,

a
b گنگ هستند. 

دانيد در مجموعه اعداد گويا را با هم جمع يا تفريق و يا در هم ضـرب كنـيم حاصـل عـددي اسـت گويـا        طور كه مي همان
ي اعـداد گنـگ نسـبت بـه      و اما مجموعـه ) بودن مجموعه اعداد گويا، نسبت به عمل جمع و ضرب و تفريق  خاصيت بسته(

 :بسته نيست زيراهيچيك از اعمال جمع، تفريق، ضرب و تقسيم 
3232231823، اعداد 1عددي گنگ است و بنابر قضيه 2 −+−=  گنگ هستند ولي  ,,,

Q∈=−++ ۶)٢٣()٢٣( 
Q∈=−×+ ٢٣()٢٣(٧( 

Q/ ∈= 3218 
 تقريب اعداد گنگ 1-5
دانيم كه بسط اعشاري هر عدد گنگ به صورت كسري اعشاري با ارقام نامتناهي و بي پايان است كـه در آن ايـن ارقـام     مي

.انـد  مشـهورترين اعـداد گنـگ   ) عدد ارشـميدس ( πو  2به لحاظ تاريخي . دهند و نظم معيني رخ مي  طبق هيچ ضابطه
توسط ارشميدس به عنوان ثابت دايره كشف  πدر رابطه با محاسبه طول قطر يك مربع به ضلع واحد پايدار گشت و  2

هر دايره بـر  هستند، بدين معني كه نسبت محيط  πهمه دواير موجود در عالم، چه كوچك و چه بزرگ، درگير عدد . گرديد
براي چنين عددي خود مبين اين واقعيت اسـت   πشود، قرار دادن حرف  نشان داده ميπطول قطر آن عددي است كه به 

ترين  يعني شناخت ارقام اعشاري آن يكي از جذاب πدر طول تاريخ رياضي محاسبه جزء اعشاري . كه اين عدد گويا نيست
 .توانيم در چند جهت مطرح كنيم علت اين امر را مي. هاي رياضي به شمار رفته است فعاليت

 در محاسبه مساحت و محيط دايره πاستفاده از 
 .ستگنگ بوده و نه تنها گنگ بلكه متعالي ا πاينكه 

هيچ نظمي ادامـه دارد    بي πتر نجومي به هر حال ارقام اعشاري  براي استفاده در محاسبات دقيق πداشتن تقريبات بهتر 
وريـك،  در رياضيات عالي، بـه صـورتي تئ  . و بشر طالب آن است كه تا آنجا كه برايش مقدور است اين ارقام را شناسايي كند

ي مهم اسـت و   طي چندين قرن گذشته مؤيد اين نتيجه πمحاسبات ارقام اعشاري . گنگ است πشود كه گنگ  ثابت مي
هاي رياضي بـا تجربيـات پيچيـده محاسـباتي      بيني پديده توان ادعا كرد كه قدرت تئوري پردازي رياضي مبني بر پيش لذا مي

 πذيلاً به اختصار محاسبه و توليد ارقام اعشـاري  . هاي علوم رياضي است سازگاري تام و تمام دارد و اين كه يكي از زيبايي
 :كنيم مرور ميجهت آشنايي را به لحاظ تاريخي 

 زيسته، نشان داد كه  ارشميدس، كه در قرن سوم قبل از ميلاد مي
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<π< 
 .شدند اط ميحهاي منتظم ثابت كرد كه درون دايره به شعاع واحد م ضلعي 96وي اين امر را با استفاده از 

1416663ضلعي منتظم مقدار          360سپس پتولمي در قرن سوم بعد از ميلاد، با استفاده از  / 
 .باشد به دست آورد كه تا سه رقم اعشار صحيح مي πرا براي 
ضلعي و محاسبه ميانگين مقادير به دست  192ضلعي، منتظم و يك  96بعد از ميلاد ليوهوي با استفاده از يك  263در سال 

1418643آمده عدد   .باشد مي /010را براي به دست آورد كه خطاي اين تقريب كمتر از  /
روش كاشـاني درج چنـد   . پرداختـه اسـت    π2الدين جمشيد كاشاني، رياضيدان مسلمان ايرانـي، بـه جـاي محاسـبه      غياث
 براي مثال هرگاه. بت به شعاع دايره مربوطه بوده استهاي منتظم و محاسبه تقريبي محيط آنها و سپس استخراج نس ضلعي

 
 
 
 
 

 بناميم نسبت مربوطه برابر Lكنيم و طول ضلع اين هشت را  يك هشت ضلعي منتظم را درون دايره به شعاع، مخاط مي

π٢٨
=

r
L خواهد بود. 

بـوده   πي ارقـام   تـر از محاسـبه   رقم دقيقاً محاسبه كرده است و اين محاسبه بسيار بسيار دقيق 16را تا  π٢كاشاني ارقام 
 .است كه قبل از وي بدست آمده است

فقط لودوف توانسـت   سال بعد از او توسط هيچ كسي پيش نگرفته بود و 200اي است كه تا  دقت محاسبات كاشاني به گونه
 .رقم اعشار محاسبه كند 200را تا  πسال بعد از او عدد  200

960كمتر از  πماكزيمم خطاي كاشاني در محاسبه 
 به عبارت ديگر . است 1

1010929 17 <×<  π2حداكثر خطاي محاسبه   /−
رقم اعشار بعد از مميز دقيقاً به دسـت آورده اسـت كـه بـا محاسـبات       16را تا  π2و اين بدان معني است كه كاشاني عدد 

 !اي امروزي تطابق دارد رايانه
هاي  با استفاده از فرمول πاتفاق افتاد محاسبه ارقام اعشاري ) آناليز رياضي(ي بعد، كه با پيشرفت حسابان پيشرفته  در دوره

 .آناليزي ميسر گرديد

79لئونارد اويلر، فرمول 
387

120 arctanarctan +=π را بدست آورد. 
 
1- ptolemy          2- liuhui 

 
 .كشف كرد πاسحاق نيوتن فرمول زير را براي محاسبه 

L

O
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k k)!k(
)k()!k( را به دست آورد. 

هـاي   هـا مـؤثرترين و كارآمـدترين روش    ايـن روش . شـروع گرديـد   1961با استفاده از رايانه از سال  πهاي محاسبه  روش
 .كنند گرهاي فوق مدرن عرضه مي هاي رياضي و حساب را با استفاده از تئوري πمحاسبه 

سـپس ياسـاما كانـادا از    . را تا يك ميليون رقم محاسبه كردنـد  πدر اولين پروژه تحقيقاتي تحت نام پروژه گوتنبرگ اعشار 
0000001002411دانشگاه توكيو توانست تعداد  ايـن محاسـبه در سـال    . را به دقـت بـه دسـت آورد   πرقم اعشار از  ,,,,

 .داد، صورت پذيرفت مي تريليون عمل را در هر ثانيه انجام 2توسط يك سوپر رايانه هيتاچي، كه  2002
را تـا   πادعا كرده است كـه عـدد    T٢kopen Supercomputer يك سوپر كامپيوتر ژاپني به نام  2009در دسامبر 

اي  باز هم در اين ارقـام هيچگونـه نظـم و قاعـده    . دقيقه به دست آورده است 36ساعت و  73ميليارد رقم اعشار طي  2600
  .حاكم نيست

كه محاسبه شود و بقيه ارقام را ناديده بگيريم در واقع بـا تقريبـي از    πاين نكته را بايد متذكر شويم كه تا هر تعداد از ارقام 
π البته با مقدار واقعي . ايم به شكل يك عدد گويا دست يافتهπ    به شكل همه ارقام اعشاري آن هرگز كار نخـواهيم كـرد

در واقع با تقريبات اعداد گنـگ  . اين رويه براي كار عملي با ساير اعداد گنگ نيز مرسوم است. كه اين امري غيرممكن است
 .در عمل كار خواهد شد

در واقع كاشاني با شهودي الهام گونه دريافته بود كه عـددي  . ددان را فقط خدا مي πكاشاني معتقد بود كه مقدار واقعي عدد 
 .ها بعد انجام گرفت قرن πگنگ است، اما اثبات گنگ بودن 

 عكس از كاشاني
 

 الدين جمشيد كاشاني، رياضيدان و منجم ايراني  غياث                                   
 

 ها مساوي ترتيب و نا 1-6
  .يكي از خواص مهم اعداد حقيقي مرتب بودن آنها است

abاگـر  . است bكوچكتر از  aاعداد حقيقي باشند، آنگاه  a,bتعريف ترتيب خط حقيقي ـ هرگاه   ايـن  . مثبـت باشـد   −
baترتيب را با نامساوي  abمعادلات ( > baعلامت  . دهيم نشان مي) <  .است bكوچكتر يا مساوي  aيعني  ≥

 
 
 

 .است bكوچكتر از  aز رهم ا. است aبزرگتر از  bعبارت 
عـوض كنـيم، خـواص مشـابهي بـه دسـت        ≤را با  <و  ≥را با  >اگر . روند ها به كار مي خواص زير اغلب در نامساوي

 .آيد مي
 
1- ludolph vancullen 

  ها خواص نامساوي

a b x
ba <
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baهرگاه . 1 <  ،cb caآنگاه  > + . 
baهرگاه . 2 <  ،dc dbcaآنگاه  > +<+. 
baهرگاه . 3 cbcaعددي حقيقي باشد، آنگاه  cو  > +<+ . 
baهرگاه . 4 <  0>c آنگاه ،bcca <.. 
baهرگاه . 5 < 0<c  آنگاه ،bcac > 

) مثبت باشند a,bاگر . (6
ba

ba 11
 )ارزي است به معني هم ⇔. ( >⇔<

22) مثبت باشند a,bاگر . (7 baba <⇔< 
1- yasumusu kanada 

 
 .دهند ها با ضرب در عددي منفي تغيير جهت مي توجه كنيد كه نامساوي :تبصره

153، آنگاه  x>5مثلاً هرگاه  −>− x      مـثلاً، هـر گـاه    . اين ويژگي در تقسيم بر عـددي منفـي نيـز صـادق اسـت
93 >− x  3آنگاه−<x. 

baچنـان باشـند كـه     a,b,cيقـي  اگر سه عـدد حق  cbو  > نويسـيم   اسـت و مـي   cو  aبـين    bگـوييم   ، مـي  >
cba <<. 
 هاي اعداد بازه 1-6

مــثلاً بــراي معادلــه . در حســاب ديفرانســيل و انتگــرال اغلــب تعيــين مثبــت، صــفر يــا منفــي بــودن عبــارات اهميــت دارد
24 xy معني است، بايد براي  بي Rكند، چون جذر يك عدد منفي در  بيان مي xرا بر حسب متغيير  yكه متغير  =−

 شرط yحقيقي بودن 
      )24 x− 04)      نامنفي است 2 ≥− x   

 .اين شرط معادل عبارت زير است. شود اعمال مي
                                              )x 22)                                   است 2و  −2بين   ≤≤− x 

  )3شكل (بر خط حقيقي  ±2اي است با نقاط انتهايي  بازه xي اعداد نموده شده با  در نتيجه، مجموعه
 
 
 
 

 3شكل 
دهنـد بـازه يـا     هاي اعدادي كه يك متغيير را نمـايش مـي   هاي خط حقيقي يعني مجموعه اغلب زير مجموعه) 3(نظير شكل 

 .باشند ها مي اجتماعي از بازه
 .اند، كه هر يك نماد خاص خود را دارند ها از چند نوع بازه

)bxa:x{)b,a{ي باز  مثلاً بازه اسـت، كـه در    bو كوچكتر از  aبزرگتر از   اي تمام اعداد حقيقي مجموعه =>>
 .ي باز قرارندارند  بازه نام دارند و اين نقاط انتهايي در بازه نقاط انتهايي a,bآن 

x
24 x−24 منفي است x−24 منفي است x−منفي است 

22 ≤≤− x2−<x 2>x
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]bxa:x{]b,a{نام داشته و با نماد  بسته هايي كه شامل نقاط انتهايي خود باشند بازه بازه . شوند نموده مي =≥≥
دار و پـنج تـاي ديگـر را     هـاي كـران   كه چهارتاي اولي را بـازه . اند ي اصلي روي خط حقيقي نموده شده نه بازه) 1(در جدول 

 .نامند كران مي هاي بي بازه
 

 نمودار روي خط نماد مجموعه نماد بازه نام

}b,a( }bxa:x( ي باز بازه <<  
 

}b,a[ }bxa:x[ ي بسته بازه ≤≤  
 

 باز هاي نيم بازه
[ )ba, 

 
( ]ba,

}bxa:x{ <≤ 
 

}bxa:x{ ≤< 

 
 
 

 
 
 

 هاي نامتناهي بازه
 
 

 
 
R 

]a,(−∞ 
 

)a,(−∞ 
 

),( +∞b 
 

),b[ +∞ 
 

),( +∞−∞

}ax:x{ ≤ 
 

}ax:x{ < 
 

}:{ xbx < 
 

}:{ xbx ≤ 
 

}xعددي حقيقي است:x{ 

 

 
 )1(جدول 

 .تر بيان كرد كران را خلاصه توان شريط بي نمايش اعدادي حقيقي نبوده و فقط با آنها مي −∞و  +∞علائم : تبصره
],(مثلاً بازه  +∞b ي اعداد حقيقي بزرگتر يا مساوي  زيرا شامل همه. كران است از راست بيb است. 

رد دمـاي     با فرض اينكه فشار هوا يك اتمسفر است بازه ـ  مثال بـه درجـه   (هايي از خط حقيقي را توصيف كنيد كه نظيـر بـ
 .آب در دو حالت زير باشند) سلسيوس
 بخار) ب(مايع          ) آ(                               

  ـ حل
),(}x:x{ي  دارد بازه o100و كمتر از  o0چون آب در شرايط مايع دمايي بيش از ). آ( 10001000 را مثل  =>>

 .خواهيم داشت) آ( 4شكل 
)],(}x:x[{دارد بازه  o100دمايي بزرگتر يا مساوي ) بخار(چون آب در شرايط گاز ) ب( ≤=+∞ را  100100

 .خواهيم داشت) ب) (4(مثل شكل 
  

ba )(

ba ][

ba )[

ba ](

ba] •

ba)

ba (•

ba [•

ba ••
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 برد دماي آب) آ(  )4(شكل 
 
 
 
 

 دماي بخاربرد ) ب(
 

2معلوم است كه عدد . يك بازه باشد )b,a(فرض كنيم . بازه متقارن
ba اين نقطه را ) چرا؟(به اين بازه تعلقّ دارد +

  *)شكل.(يكسان است a,bناميم زيرا فاصله آن تا نقاط انتهايي  نقطه مياني بازه مي
 
 
 
 

),(، بازه  δ<0هرگاه  δδ +− oo xx ي مياني  اي با نقطه بازه°x  و شعاعδ ي  هـايي را بـازه   چنـين بـازه  . است
 .ناميم  متقارن مي

نشان داده، اولين ) 5(همانطور كه شكل . قدر تا مبداء فاصله دارد مهم است هاز خط مختصات چ xي  اغلب دانستن اين نقطه
 .باشد xحدس ممكن است 

 
  

 
 

 x<0وقتي  0تا  xي  فاصله) 5(شكل 
55و  x=−5مثلاً اگر ) 6شكل(است  −xنيست بلكه  xفاصله برابر  x>0اما اگر  =−−=− )(x باشد مي. 

 
 
 
 

 
 x>0وقتي  0تا  xي فاصله) 6(شكل 

1007550250

400300200100 

a b
2

ba +

x 0
x-

٠ x

x
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 :توان برحسب حالات چنين نوشت  مي 2xبراي بيان مقدار 
 

                                              
⎩
⎨
⎧

<−
≥

= 0
02

x,x
x,x

x  

 .است، كه در تعريف زير دقيقاً عرضه شده است xعلامت ديگر استفاده از  
 قدر مطلق 1-7  

 عبارت است از x، قدر مطلق  ∋Rxهرگاه 
  

اگر                                                 
⎩
⎨
⎧

<−
≥

== 0
02

x,x
x,x

xx 

 .را بيابيد −5با استفاده از دو قسمت تعريف، قدر مطلق  -مثال
 

۵)۵(۵٢۵:                                                                   حل ٢ ==−=− 
 .دارند قضاياي زير چند خاصيت مفيد قدر مطلق را بيان مي

 
 ) اعمال با قدر مطلق(1ي  قضيه

 .باشند عدد صحيح مثبتي باشد، آنگاه خواص زير برقرار مي nاعداد حقيقي بوده و  a,bهرگاه 
1 .bab.a = 

2 .0≠= b,
b
a

b
a 

3 .ηaan = 
 آموز ي دانش اثبات به عهده

 
 )ها و قدر مطلق نامساوي(قضيه 
 باشند مثبت باشد، خواص زير برقرار مي kاعداداي حقيقي بوده و  b,aهرگاه 

1 .aaa ≤≤−  
2 .ka kakاگر و فقط اگر  ≥ ≤≤−. 
3 .ka kaاگر و فقط اگر  ≤ kaيا ≤ −≤. 
baba: نامساوي مثلثي. 4 +≤+ 

 .بنويسيد >اين احكام را بر حسب . اند نيز درست >با  ≥در صورت تعويض   3و  2خواص 
 .گذاريم را اثبات دو خاصيت ديگر را به عنوان تمرين مي 4و  2هاي  خاصيتبرهان ـ 
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kaفرض كنيد ) 2اثبات  aaa، چون  ≥  شود نتيجه مي −≥≥
kaaak ≤≤≤−≤− 

kakيعني   ≤≤− 
kakحال فرض كنيد       =≥≤0، اگر  −≥≥ a,aaa   0و اگر≤≤−= a,aaa 

kaاز اين رو در هر حالت  ≤  
aaa,bbbچون                 ) 4اثبات  ≤≤−≤≤− 

)baba)baبنابراين                        +≤+≤+− 
babaو بنابر قضيه                          +≤+ 

 
  x,yنشان دهيد براي هر دو عدد حقيقي ـ  مثال

                                bababa +≤−≤−  
 طبق نامساوي مثلثي حل ـ 

|b||ba||bba||a| +−≤+−= 
|ba||b||a|)(            پس 1−≤− 
 طرف ديگر طبق نامساوي مثلثياز 
)2(            |b||a||b||a||)b(a||ba| +=−+≤−+≤− 

 شود نتيجه مي) 2(و ) 1(و از 
|b||a||ba||b||a| +≤−≤− 

 :تمرين
 .بيان و اثبات كنيد 3aو  1a  ،2aنامساوي مثلثي را براي سه عدد فعاليت كلاسي ـ 

 توانيد بيان كنيد؟ از اين نامساوي مي) عدد nبراي (تري  آيا صورت كلي
 مسائل

نامعادله  -1
xx
2

1
5

−<
−

 .را حل كرده و مجموعه جواب آن را روي خط حقيقي نشان دهيد 
 .ها پيدا كنيد از بازهاي زير را به صورت بازه و يا اجتماعي  جواب نامعادله -2

853) الف ≤+x   ب (xx 3735 −≤− 

92) ج <x   32) د
1

<
− x

 
 .اين بازه را بنويسيد. سازد هاي زير يك بازه را مشخص مي هر يك از نامساوي -3

21) الف ≤− |x|   152) ب <+ |x| 

2) ج
1

22 <− |x|   273) د <− |x| 
152) هـ <+ |x| 
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−>εهايي از نابرابري  جواب -4 |x| ),(را به دست آوريد كه در بازه متقارن  42 10
1210

12 . قرار داشته باشـند  −+
)ε عدد مثبت ثابتي است(. 

1000هايي از نابرابري  جواب -5
192 <− |x|  را به دست آوريد كه در بازه متقارن),(  .قرار داشته باشند 42

−〉εهايي از نابرابري  جواب -6 |٩| ٢x  را به دست آوريد كه در بازه متقارن),( 11 33 δ+δ−   قرار داشته باشـند)
ε  وδ اند دو عدد ثابت كوچك.(! 

42هايي از نابرابري  جواب -7 10
11

<
x

),(را به دست آوريد كه در بازه    .قرار دارند 3∞

100هايي از نابرابري  جواب -8
142 <−x  را به دست آوريد كه در بازه متقارن),( 11 22 δ+δ−   قـرار دارنـد) .

1δ عدد مثبت دلخواهي است(. 
bxzفرض كنيم  -9  :، ثابت كنيد>>

|}b||,amax{||x| < 
 .)، ماكسيمم مقدار مجموعه استmaxمنظور از (

 آيا عكس اين حكم درست است؟
h ،haفرض كنيم براي هر عدد مثبت  -10  .a=0ثابت كنيد  0≥>
 )قضيه هيپاسوس. (، طول قطر عددي گنگ استaثابت كنيد در هر پنج ضلعي منتظم با طول ضلع  -11

 .اند در شكل زير متشابه FEAو  ABEابتدا نشان دهيد دو مثلث  راهنمايي ـ
 
 
 
 

 .عددي گنگ است 3ثابت كنيد  -12
 .گويا نيست 3logثابت كنيد  -13
 .را روي محور اعداد نشان دهيد 3و  2اعداد  -14

  

A 
E 
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 مقدمه. 2-1
شويم كه رشد جمعيـت   نگريم، به اين فكر وادار مي ها مي وقتي در يك برنامه تلويزيوني به حركات و تكاپوي انبوهي از ماهي

 .كند اي پيروي مي ها از چه مدل و رابطه ماهي
بينـي كنـيم؟ فـرض     ها را پيش ماهيگونه خاصي از  توانيم با توجه به شرايط زيست محيطي و تغييرات آن رشد و زوال آيا مي

 ها از رابطه كنيم مدل جمعيتي نوع خاصي از ماهي

n

n
n pa

bpP
+

=+1 

دو عـدد   bو  aام و n+1هـا در سـال    جمعيت مـاهي  np+1ام، nها در سال  جمعيت ماهي npپيروي كند كه در آن 
 .اند ها وابسته اند كه به شرايط محيطي ماهي ثابت

هـاي   ها در سـال دوم و سـال   ها در سال اول، يعني، معلوم باشد، جمعيت ماهي چه جمعيت ماهي با استفاده از اين رابطه چنان
 يعني اعداد . آيد بعد به دست مي

......p,......,p,p,p n321 
 .باشد ها موضوع اين فصل مي ها و خواص آن مطالعه دنباله. ناميم مي هدنبالشوند كه اصطلاحاً آن را  حاصل مي

تحت چه ) ب. (يابد ها افزايش مي به نظر شما براساس مدل داده شده فوق تحت چه شرايطي جمعيت ماهي) الف(مسأله ـ  
 .شود ها كاهش يافته و جمعيت فنا مي شرايطي جمعيت ماهي

 .ها پاسخ خواهيم داد ها به اين پرسش ها و بررسي خواص آن الهدر ادامه اين فصل با مطالعه مبحث دنب
هـا در سـال دوم،    ، معلوم باشد، جمعيت مـاهي 1pها در سال اول، يعني  چه جمعيت ماهي با استفاده از رابطه داده شده چنان

 :آيد به دست مي zpيعني 

)n(
pa

bpPz 1
1

1 =
+

= 

 با ادامه اين فرآيند، اعداد . آيد به دست مي 2Pدر فرمول،  P=2، و قرار دادن zPمشابهاً با داشتن 
.....,p......,,p,p,p n321 

 .باشد موضوع اين فصل ميها  نها و خواص آ ناميم، مطالعه دنباله مي دنبالهشوند كه اصطلاحاً آن را يك  حاصل مي
 هاي عددي دنباله. 2-2

3كه كسـر   براي مثال براي آن. ايد هاي قبل با اعداد اعشاري و تبديل كسرهاي گويا به اعداد اعشاري آشنا شده در سال
را  1

حاصـل   3/0ابتـدا عـدد   در . مخرج تقسيم كنيم 3در صورت كسر را به عدد  1به كسر اعشاري تبديل كنيم كافي است عدد 
شـود   مانده هرگز صفر نمي چون باقي. آيند ها به دست مي و نظاير اين 333/0،  33/0اگر تقسيم را ادامه دهيم اعداد . شود مي

 .چنان ادامه درند اين اعشار هم

3آيا 
 با اعداد به دست آمده برابر است؟ 1

3هرگاه 
3اختيار كنيم، مقداري تقريبي براي  3/0را برابر  1

 است؛  1/0تر از  ايم كه خطاي اين تقريب كم به دست آورده 1
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 زيرا

....٠٣٣/٠٣/٠
٣
١

=− 

100330و  // p  3هرگاه
به همين نحوه هرگـاه  . تر است نيز كوچك 01/0اختيار كنيم، خطاي تقريب از  33/0را برابر  1

3
در عمل و محاسبات كاربردي خطاي تقريب را از پـيش  . تر است كوچك 001/0بگيريم، خطاي تقريب از  333/0را برابر  1

3سب با آن مقدار تقريب معين كرده و متنا
 .كنند را به صورت اعشاري، با اعشار خاتمه يافته، مشخص مي 1

 كه خطاي تقريب را به صفر برسانيم بهتر است بنويسيم مسأله ـ ممكن است چنين به نظر رسد كه براي آن

..../333303
1
= 

توانـد   ، براي هميشه ادامه دارد، چه معنا و مفهومي مـي 3در آن رقم اعشاري  ، كه3333/0اما نوشتن كسر اعشاري با نمايش 
 نويسند را تكرار نكنند مي. . . هزارم و  3صدم و  3كه  داشته باشد؟ برخي براي آن

303
1 /= 

تـوانيم تسـاوي    دارد چگونه مي اين است كه اين رقم تا ابد ادامه 3به دنبال آخرين » . . .«اگر منظورمان از نوشتن سه نقطه 
 فوق را تفسير كنيم؟

 اي از اعداد اعشاري به صورت در واقع دنباله
n  بار,........../,.....,/,/,/ 33330333033030 

,.....,.... nαααα 321 
301در دست داريم كه در آن  /=α ،3302 /=α ، . . . 33303و .../=α .n بار . 

1α  ،2را جمله اول اين دنبالهa  ،را جمله دوم و در حالت كليnα  را جملـه n     دنبالـه   جملـه عمـومي  ام ايـن دنبالـه يـا
 .ناميم مي

 كنيد؟ اكنون شما احمد بفرماييد كه يك دنباله را به زبان رياضي چگونه تعريف مي :فعاليت
 .اند گذاري شده اي از اعداد است كه اين اعداد با اعداد طبيعي شماره يك دنباله عددي مجموعه: احمد
 تري دنباله را تعريف كني؟ تواني به زبان دقيق آيا مي. بسيار خوب: دبير
و همـه از مجموعـه اعـداد     Nهر دنباله عددي، يا به اختصار دنباله، تابعي است با دامنه مجموعه اعـداد طبيعـي   . آري: احمد

 .Rحقيقي 
 توان به علامات رياضي توضيح بيشتري بدهي؟ مي. شمار تعريف دقيق دنباله را ارايه داديد. بسيار خوب: دبير
 فرض كنيم: احمد

)(RN: 1→α 
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)n,....,(),()(در اين صورت . يك تابع، يعني يك دنباله باشد 12 ααα  مقادير تابعα در . اند بوده كه اعدادي حقيقي
و بـه طـور كلـي بـه جـاي       2αنويسـيم   مي 2α)(، به جاي 1αنويسيم  مي 1α)(ها، به جاي  موقعيت كاري با دنباله

)n(α نويسيم  ميna . لذا نماد تابعي نمايش داده شده در)شود تر زير نوشته مي به صورت ساده) 1: 
,...a,....,a,a n21 

 .اكنون شما حسين دو دنباله ديگر نام ببريد: دبير
 :توانم بنويسم اي است؛ مي اين پرسش ساده: حسين

)(,......
n

n,.....,,,,

)(,.....
n

,.....,,,,,

216
5

4
3

3
2

2
1

11
5
1

4
1

3
1

2
11

+

 

 :را در نظر بگيريداكنون اين دنباله : دبير

)(,.....,,,,, 39
8

8
7

6
5987 − 

 اين دنباله و يا شكل تابعي آن را بيان كني؟تواني جمله عمومي  آيا مي

6سومين و  9دومين و  -8اولين جمله اين دنباله است، همين  7آري، : حسين
اگر نام اين دنبالـه  . چهارمين جمله آن است 5

 :بناميم، داريم bرا 

,.....,b,b,b,b,b 7
6

6
5987 54321 ==−== 

 :نويسيم اند، منظم هستند، پس مي به بعد جملات دنباله، كه همان مقادير تابع 4اما از شماره 

41987 321 ≥
+

==−== n,
n

nb,b,b,b n 
 چيست؟) 2(فرق اين دنباله با دنباله نموده شده در : دبير

 .به بعد دو دنباله متحدند 4شماره از . اند فقط در سه جمله نخست با هم متفاوت) 2(و ) 3(هاي  دنباله: حسين
 اند؟ توانيم بگوييم اين دو دنباله يكي آيا مي: دبير

 .خير؛ اما تفاوت در سه جمله تأثيري كلي در اعداد دو دنباله ندارد: حسين
 هاي آشناي ديگر خاطرتان هست؟ تصاعد هندسي را به خاطر داريد؟ از دنباله: دبير
 :سازم بزنم، براي نمونه يك تصاعد هندسي ميتوانم چند مثال  مي. آري: احمد

....,,....,,,,, n 12
1

6
1

8
1

4
1

2
11 − 

2اين دنباله يك دنباله تصاعد هندسي است كه قدر نسبت آن . درست است: دبير
1

=q جملات آن مرتب كوچـك و  . است
 .تر از واحد است شوند زيرا قدرنسبت آن كوچك تر مي كوچك
 تر شدن چيست؟ منظورتان از كوچك: حسين
 .منظورمان اين است كه جملات دنباله به عدد صفر گرايش دارند، اصطلاحاً گوييم حد دنباله برابر صفر است: دبير
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12اما هر كسر به شكل : حسيني
1
−n ولو ،n شود خيلي بزرگ باشد، هرگز برابر صفر نمي. 

شـوند، بلكـه    دنباله برابر صفر است، اين نيست كه جملات دنباله برابر صـفر مـي  كه حد  منظور از آن. آري درست است: دبير
لاً بـه تعـاريف و مقـدمات دنبالـه     عف. اجازه دهيد به اين مبحث بعداً بپردازيم. گردد ها تا صفر به دلخواه كوچك مي خطاي آن
 .دهيم ادامه مي
 وقتي با يك دنباله مانند. نماد دنباله

.....,,...,,...,, nαααα 321 
∞سر و كار داريم، آن را با نماد آكولاد يعني 

=١}{ nnα  ً١و يا مختصرا}{ =nnα      و يـا حتـي مختصـرتر بـا}{ nα   نشـان

1هايي را كه قبلاً حسين نام برد بـا   براي مثال، دنباله. دهيم مي
1

=n}
n

11و  } =+ n}
n

n{   دهـيم؛ لـذا جملـه     نشـان مـي
شـروع   1گر آن است كـه شـماره جمـلات از عـدد طبيعـي       نشان n=1دهيم و  عمومي دنباله را در درون آكولاد قرار مي

 .شود مي
ماننـد   يعني جملـه عمـومي آن را نتـوانيم بـا فرمـول سـاده و معـين       . البته هرگاه دنباله، فاقد ضابطه و قانون مشخص باشد

nn
1

=α كه جملات دنباله را يكي يكي و به دنبـال هـم نـام ببـريم و از نمـاد دنبالـه        اي نداريم جز آن بيان كنيم، چاره
 . توانيم استفاده كنيم نمي

گـرايش   πيعني اعداد آن بـه عـدد   (است اشاره كنيم  πتوانيم به دنباله اعدادي كه نمايشگر عدد  ها، مي از اين نوع دنباله
 ).دارند

....,/,/, 142831433 
 ).چرا؟(براي اين دنباله هيچ قاعده و يا قانوني كه بر طبق آن بتوان جملات دنباله را توليد كرد وجود ندارد 

 دنبالـه متنـاهي  باشـيم، در ايـن صـورت ايـن تـوالي را يـك       با يك توالي متناهي از اعداد سروكار داشـته   است ممكن: نكته
 :ناميم، مانند مي

324
1

3
155

204321
−− ,,,,,

,.....,,,,
 

اما وقتي از يك دنباله بدون قيد نام بـرده  . باشد جمله مي 6اي متناهي با  جمله و دومي دنباله 20اي متناهي با  كه اولي دنباله
 .شود مرادمان يك دنباله نامتناهي است مي
 دنباله اشياء. 2-3

گيرد تعريف كرديم؛ و اما ممكن است جملات آن  مي Rگرچه ما دنباله را به عنوان تابعي گذر كه مقدارهايش را از مجموعه 
گذاري كنيم يك دنبالـه   در واقع هر وقت يك مجموعه از اشياء را با اعداد طبيعي شماره. را از هر مجموعه دلخواه بوده باشند

جا به ذكـر مثـال    در اين. ها كار خواهيد كرد هاي متنوعي از دنباله هاي بعدي با نمونه در تمرين. ايم ست آوردهاز آن اشياء به د
 .باشد پردازيم كه نظير تابع ثابت مي هاي مي جالبي از دنباله

 لهدنبا. عدد ثابتي باشد ∋RCفرض كنيم . مثال
....,C,....,C,C,C,C 
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n ،CCnهستند، يعني براي هر عدد طبيعي  Cكه در آن همه جملات برابر  بـراي  . شـود  ناميـده مـي   C، دنباله ثابت =
 نمونه دنباله

....,,...,, 222 
}{يعني  2دنباله ثابت   .باشد مي 2

 تمرين در كلاس
 :كنيم را چنين تعريف مي }nn}A=1دنباله  -1

)
n

,
n

(An
1111 +−= 

1A ،2A ،3A ،4A  5وA كنيد كه هر  ملاحظه مي. را پيدا كنيدnAو شعاع  1اي به مركز  ، بازه
n
. باشـد  مـي  1

 .ايد به دست آورده) تو در تو(هاي  اي از بازه بدين ترتيب دنباله
RR:fnتابع  -2 =+1را با ضابطه  → n

n x)x(f  كه در آنNn∈  بـا  . كنـيم  عدد ثابتي است تعريف مـي
 اي از توابع يعني بنابراين دنباله. را مشخص كنيد x(f7(تا  f3)n ،)x(f1 ،)x(f2 ،)xمقادير طبيعي به دادن 

....,,....,,, ٣٢١ nffff 
 .ايد را به دست آورده
 ها نمودار دنباله

بـراي  . يك راه آن مشخص كردن جملات دنباله روي خط حقيقي اسـت . توانيم نمايش دهيم يك دنباله را به دو صورت مي
12نمونه دنباله اعداد طبيعي زوج، يعني  =n}n{ شود به صورت نقاطي روي محور اعداد نمايش داده مي. 

 
 
              

 1-2شكل 
nnجملات دنباله  .1-2شكل  2=α اند يعني اعداد طبيعي زوج با نقاط توپر روي محور اعداد مشخص شده. 

. دهيم همانند يك تابع نقاط دنباله را در صفحه مختصات نشان مي. نمايش دنباله با استفاده از صورت تابعي آن استراه دوم 
nnنمودار دنباله  2=α در شكل نشان داده شده است. 

 
 
 
 
 
 
 

 2 -2شكل 

٨٦٤٢٠

١ ٢ ٣
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x)x(fوقتي با خط به معادله  2-2شكل  nnكنيم كـه نمـودار دنبالـه     كنيم، ملاحظه مي مقايسه مي =2 2=α   بـه
 .صورت نقاط مجزا و توپر روي اين خط قرار دارند

 ها انواع دنباله. 2-4
صعودي، تابع نزولي، تـابع كرانـدار در حسـابان از اهميـت     مفاهيم تابع . ايد در درس حسابان با انواع مهمي از توابع آشنا شده

 .نماييم اين مفاهيم را بار ديگر يادآوري مي. اساسي برخوردارند
ناميم، در صـورتي كـه همـواره از     صعودي مي Aرا بر  fتابع . اي از مجموعه اعداد حقيقي باشد زير مجموعه Aفرض كنيم 

21 xx x(f)x(f(شود  نتيجه مي > 21 عدد حقيقـي  از بالا كراندار ناميم در صورتي كه  Aرا بر  fهمچنين تابع . >
U  يافت شود به طوري كه براي هرAx∈ ،U)x(f ≤. 

 .شوند كراندار بودن مشابهاً تعريف مي پايينمفاهيم نزولي بودن و از 
 .ناميم در صورتي كه از بالا و از پايين كراندار باشد كراندار مي Aرا بر  fتابع 

 xبراي هر يافت شود به طوري كه  Uيعني عددي مثبت مانند 
AxUxfU ∈<<− ,)( 

 .ها تكرار كنيد توانيد در مورد دنباله چون هر دنباله ماهيتاً يك تابع است؟ همين مفاهيم را مي
نمايد زيرا دامنه هر دنباله مجموعه اعداد طبيعي است كه به طور مرتب شده، از كوچك به بزرگ، در  تر مي سادهجا كار  در اين

 :شود نظر گرفته مي

١۴٣٢١

١.....۴٣٢١

+

+<〈<<<
↓

nn

nn
αααααα

 

}{پس هرگاه  nα  21بايد  >21بخواهد صعودي باشد، چون α<α .   بايـد داشـته باشـيم     >32همچنـين چـون
٣٢ αα >+١و به طور كلي چون  > nn ܽلازم است كه୬ା1  ൏ ܽ୬   يعني هر گاه از سمت چپ به جملات دنباله

 گـر از نزولي است كـه ا  اي براي دنباله نزولي وضعيت برعكس است، دنباله.بنگريم، جمله بايد از جمله بعدي كوچك تر باشد
 nصعودي است هر گـاه بـراي هـر      ሼܽ௡ሽباشد، به عبارت ديگر دنباله   چپ به آن بنگريم هر جمله از جمله بعدي بزرگتر 

،ܽ୬ା1  ൏ ܽ୬   و دنبالهሼܽ௡ሽ  نزولي است ، هر گاه براي هرn ،ܽ୬  ൏ ܽ୬ା1   
 .شود هر دنباله صعودي يا نزولي باشد يك دنباله يكنوا ناميده مي

 .هاي زير توجه كنيد به دنبالهتمرين در كلاس ـ 
              )الف(
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 .يك نزولي است اكنون مشخص كنيد كدام دنباله صعودي و كدام
اي صـعودي   براي مثـال وقتـي دنبالـه   . شود هاي حسابي دنباله به عنوان رفتار دنباله ياد مي در مبحث دنباله، از ويژگي :نكته
اي از بـالا   كه وقتي دنباله يا آنيابد؛  افزايش شماره جمله دنباله، مقدار جملات افزايش ميرفتار دنباله چنان است كه با . است

ها و همچنين توابـع در واقـع    بررسي و مطالعه رفتار دنباله. تر نخواهد شد يك عدد ثابتي بزرگكراندار است، جملات دنباله از 
 .هاست بيني رفتار آن پيش

 نوساني دنباله
 :هاي زير توجه كنيد به دنباله 
               )الف(

,....)(,....,,,,,, n 11111111 +−−−− 

,,,,....,)(....,        )ب( n
2
1

16
1

8
1

4
1

2
1

−+−+− 
,,,,,....,                    )ج( 765432 −−− 

همگي حول دو نقطه ) الف(جملات دنباله . ها چنان است كه جملات آن يك در ميان مثبت و منفي هستند ويژگي اين دنباله
انـد؛ در حـالي كـه     نيز حول يك عدد معين گرد آمده) ب(جملات دنباله . هستند -1يا  1اند و در واقع برابر  گرد آمده -1و  1

 .اند و نه نزولي، پس يكنوا نيستند هيچ يك از اين سه دنباله نه صعودي. فاقد چنين ويژگي هستند) ج(جملات دنباله 
 مسائل

 :چهار دنباله زير را در نظر بگيريد -1
∞) الف

=+ 11 n}n{   ب (∞
=

+− ١
١({١{( n

n 

∞) ج
=+ ١}

١
{ nn

n   د (∞
=−+ 12

11 n
n})({( 

كنيـد بـه خودتـان بسـتگي      هاي نخست را انتخاب مي تعدادي از جملات هر دنباله را بنويسيد، اين كه چه تعداد از جملهابتدا 
همچنين تجمع احتمالي جملات هر دنباله را حول يك . اند يك نزولي يك صعودي و كدام سپس مشخص كنيد كه كدام. دارد

 .عدد معين بررسي كنيد
 .ندار باشد اما صعودي نباشديك دنباله بسازيد كه كرا -2
 .يك دنباله بسازيد كه هم كراندار و هم نزولي باشد -3

{نشان دهيد كه هيچ كدام از دو جمله دنباله  -4
n

 .برابر نيستند 1}

10ده عدد گويا معرفي كنيد كه بين دو عدد  -5
11و  1

 .واقع باشند 1

10اي از اعداد گويا بسازيد كه بين دو عدد  دنباله -6
11و  1

 .واقع باشند 1
 .ها را حدس زده و حدس خود را توضيح دهيد هاي زير رفتار آن دنباله) اوليه(با بررسي جملات  -7

})({) الف n
2
{) ب  +11

n
n{2
2

})({) ج   n11 −+ 
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({) د
n

{( n11+  هـ ()}
n

n{cos(2
π  ز (})

n
{( n 111 ++ 

=+1دنباله  -8
n

nan گيريم را در نظر مي: 
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n

n,.......,,,, 15
4

4
3

3
2

2
1

+
 

}b{كنيم و دنباله جديد را  جمله نخست آن را تعويض مي 5اكنون  n ناميم؛ بنابراين، براي مثال مي: 
15101051 54321 −===== b,b,b,b,b 

nnدهيم  ، قرار ميn≤6و براي  ab }a{رفتار دو دنبالـه  . = n ،}b{ n   چـه نتيجـه كلـي از ايـن     . را مقايسـه كنيـد
 .شود؟ آن را بيان كنيد بررسي عايدتان مي

 دنباله -9
,......٣۴,٢١,١٣,٨,۵,٣,٢,١,١:nC 

}{دنباله . رابطه بين جملات متوالي اين دنباله را پيدا كنيد. گيريم را در نظر مي nc هـايي اسـت كـه بـه      يك نمونه از دنباله
 .اند معروف 1يدنباله فيبوناتچ

}{ثابت كنيد هرگاه دنباله  -10 nα  كراندار باشد، عدد مثبتي مانندM  هست به قسمي كه براي هرn ،M|| n ≤α  و
 .بالعكس

{براي چندين جمله اوليه، فاصله جملات دنباله  -11
n

n{ 1
2
+

محاسـبه   2ام را نيـز تـا   nفاصله جمله . حساب كنيد 2را تا  

0001021تر باشد تا نابرابري  از چه عددي بايد بزرگ n. كنيد
2 /|

n
n| <−
+

 .برقرار باشد 
 .دو دنباله نوساني تعريف كنيد كه كراندار نباشند. يك دنباله نوساني تعريف كنيد كه كراندار باشد -12

 هاي مفهومي پرسش
انـد مثـالي    كنيد نادرسـت  ها را توضيح دهيد و اگر فكر مي اند، آن كنيد درست فكر ميهاي زير را بررسي كنيد، اگر  پرسش -1

 .ارايه دهيد
 .شود جمله نخست يك دنباله را تغيير دهيم در رفتار آن تغييري حاصل نمي nهرگاه ) الف
}{هرگاه ) ب nα اي صعودي و  دنبالهc  عدد ثابتي باشد دنباله}{ ncα نيز صعودي است. 
}{هرگاه ) ج nα اي نزولي و  دنبالهc  عدد ثابتي باشد دنباله}{ ncα نيز نزولي است. 
}{هرگاه ) د nα اي يكنوا و عدد دنبالهc  عدد ثابتي باشد دنباله}{ ncα واستنيز يكن. 
 ها همگرايي دنباله. 2-5

حـال،   با اين. هاي گذشته نهفته است هاي كشف شده قبلي يا تجربه هاي جديد رياضي در انديشه سرچشمه بسياري از انديشه
هـا را ملاحظـه    توان آن هاي زيرين مفاهيم مربوطه پنهان بوده و به آساني نمي هايي در لايه تر موارد چنين سرچشمه در بيش

                                                 
در واقع مـدل  . ايي كرده استها را شناس گونه دنباله ها اين ها و افزايش جمعيت آن لئونادو فيبوناتچي يك رياضيدان ايتاليايي بود كه در رابطه با مطالعه زاد و ولد خرگوش. 1

 .بندي كرده است ها را صورت افزايش جمعيت خرگوش



 غير قابل استناد  اولويرايش 

 

شود  هايي ديده مي در بعضي موارد نيز ظرافت! خواهد ها نگاهي تيزبين و شجاعت در تفكر مي واقع، ديدن و يافتن آن كرد، در
 ها وجود داشته باشد؟ رسد كه انديشه جديد رياضي در وراي آن ولي در بدو امر به نظر نمي
هـا يـا    هـا، ظرافـت   و بـه كنـدوكاو سرچشـمه   گـرديم   هـا بـاز مـي    هاي مربوط به دنباله ها و توصيف با چنين نگرشي به بحث

 .پردازيم هاي نو مي انديشه
 :توانيم به دو دسته تقسيم كنيم ها را مي ايم دنباله برحسب هر ويژگي و يا مفهومي كه تعريف كرده

 ).كراندار نيستند(هاي بيكران  هاي كراندار و دنباله دنباله
 .هايي كه يكنوا نيستند هاي يكنوا و دنباله دنباله

ها اين ويژگـي را   برخي از دنباله. كند تر خودنمايي مي هاي بررسي شده وجود دارد كه كم يك ويژگي ديگر در مجموعه دنباله
شود كه به يـك نقطـه    شوند و از روي نمودار نيز شهود مي تر مي دارند كه جملات آن به يك عدد مشخص نزديك و نزديك

 .گرايند هايي كه جملات دنباله، به يك عدد معين مي يد را از اين دنبالهبندي جد بنابراين معيار دسته. گرايند مي
 .گرايند ها، به يك عدد معين نمي هايي كه جملات آن و دنباله

 :كنيم هاي زير توجه مي هاي دسته اول به دنباله براي مثال از دنباله

دنباله 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
1 

دنباله 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1
1

n
 

 دنباله
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+ n)( 2

11 

دنباله 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ − n)( 2

1 

گراينـد   هايي كه با افزايش شماره جمله دنباله، به يك عدد معـين نمـي   هاي دسته دوم، يعني دنباله و به عنوان نمونه از دنباله
 :بريم هاي زير را نام مي دنباله

 n{2{دنباله اعداد زوج 
}n{دنباله اعداد فرد  12 − 

)}({دنباله  n 11 +− 

سال گذشته ملاحظه كرديم كه دنباله  1در درس رياضي 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
كنيد؛ به عبارت ديگر جملات اين دنبالـه،   به صفر ميل مي 1

 .شوند تر مي كها، به طرز دلخواهي به عدد صفر نزديك و نزدي با افزايش شماره جمله

همچنين با محاسبه جملات دنباله 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+ n)( 2

شود جملات ايـن   تر مي بزرگ و بزرگ nكنيم كه وقتي  ملاحظه مي 11

را به لحاظ رياضـي  » 1نزديكي جملات دنباله به عدد «كه اين مفهوم  براي آن. شوند تر مي نزديك و نزديك 1دنباله به عدد 
 كنيم؛ قبل از اين جدولي براي يقيني مقادير اين دنباله واضح و روشن كنيم به نمودار اين دنباله بار ديگر دقت مي

....

....n

n 128
127

64
65

32
31

16
17

4
5

2
1

7654201
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 .شود ل آن دو عدد سنجيده مينزديكي دو عدد با قدرمطلق تفاض دانيم ميزان مي

5پس هرگاه بخواهيم 
11 <−α || n  كافي است به جايna  عبارتn)( 2

11 −
 :را قرار دهيم +

nn
n )(|)(||| 2

112
111 =−−+=−α 

5كه  حال براي آن
1

2
1

<n)(  ۵٢كافي است)١( 〉n  ً3282پس هرگاه مثلا =>n  نيز ) 1(به طور قطع نامساوي
 .n≤٣برقرار است؛ در اين صورت بايد 

5از  1به بعد اختلاف جملات دنباله تا عـدد   n=3كنيم كه از شماره  در جدول نيز ملاحظه مي
بـه  . تـر اسـت   كوچـك  1

 :كنيم نمودار اين دنباله نيز توجه مي
 
 
 
 
 
 

 .قرار دارند y=1نقاط معرف جملات دنباله از جايي به بعد در درون نوار به مركز . 3-2شكل 
 

5و به شعاع  y=1وقتي نواري به مركز خط 
به بعد در اين نوار قـرار   3جملات دنباله از مرتبه مقادير  گيريم در نظر مي 1

n),(، يعني n<3تر هرگاه  گيريم؛ به زبان فني مي 5
115

11 +−∈α يعني ،),(n 5
6

5
4

∈α. 
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 فعاليت كلاسي

بار ديگر به دنباله 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
اكنـون  . گرايند جملات دنباله به عدد صفر مي nتر شدن  دانيم كه بزرگ و بزرگ مي. گرديم بر مي 1

 :كنيم براي نمونه به يك مورد توجه مي. تر سازيد شود كه با محاسبات رياضي اين معني را روشن خواسته مياز شما 

هرگاه 
nn
1

=α100ختلاف جملات دنباله تا صفر از اي به بعد ا ، از چه شماره و يا مرتبه
 تر است؟ كوچك 1

5
4
5
6

1 

1 2 3 4 
x 

y 
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100هـاي نامسـاوي    خـواهيم جـواب   در واقع مـي 
110 <=−α

n
|| n   ايـن نامسـاوي معـادل نامسـاوي     . را پيـدا كنـيم

100>n باشد، پس داريم مي: 

100
10100 <−⇒> |a|n n 

 :مثالبراي 

100
1

1000
101000

100
1

105
10105

100
1

101
10101

<=−⇒=

<=−⇒=

<=−⇒=

|a|n

|a|n

|a|n

n

n

n

 

1000حال با اختيار كردن 
100به جاي  1

 .، مرتبه مربوطه را پيدا كنيد1

0001000سپس با اختيار كردن 
1
/

1000به جاي  
 .مرتبه مربوطه را پيدا كنيد 1

0000001000همچنين با اختيار كردن 
1

//
100به جاي  

 .مرتبه مربوطه را پيدا كنيد 1
 آيا اين وضعيت براي همه اعداد كوچك نظير يك صدميليونم، و يك ميلياردم برقرار است؟: سؤال

تر دنباله  براي پاسخگويي به پرسش اخير به بررسي بيشنكته ـ  
n

an
1

برخي از مقادير اين دنباله را براي . پردازيم مي =
nايم هاي بزرگ در جدول زير درج كرده: 

....
n

....n

986

986

10
1

10
1

10
1

1000
1

100
1

10
11

101010100010010
 

اين جدول برخي مقادير دنباله 
n
 .دهد را نشان مي 1

تر اختيار شود مقدار  بزرگ nكنيم كه هر اندازه  با توجه به مقادير دنباله مشاهده مي
n
شـود و نقـاط نمـايش     تر مـي  كوچك 1

 .شوند تر مي دهنده مقادير اين دنباله، روي محور اعداد، به نقطه صفر نزديك و نزديك

دانيم كه همه مقادير دنباله  از طرف ديگر مي
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
مثبت هستند و لذا نقاط متناظر اين مقادير روي محور حقيقـي سـمت    1

 .ت مبداء، يعني صفر، قرار دارندراس
صفر مانند يك نقطه كه مـانع عبـور نقـاط    شوند، عدد  تر نمي توان چنين تصور كرد كه چون مقادير اين دنباله از صفر كم مي

رسند گرچه بـه دلخـواه بـه آن نزديـك      كند و نقاط دنباله هرگز به صفر نمي دنباله به سمت چپ خودش است، ايستادگي مي
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بايد توجه كنيم كه شهود بصري، در مواردي، با دقـت رياضـي تفـاوت    . گويي نقطه صفر حد نقاط اين دنباله استشوند و  مي

دارد؛ در مورد دنباله 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
رسد كه نقاط نمـايش مقـادير    و نمودار هندسي نقاط آن روي محور اعداد به نظر مي 1

n
بـراي   1

n در صورتي كه اين شهود هندسي ! سازند چسبند و گويي طولي پيوسته مي هاي نقطه صفر به هم مي نزديكيهاي بزرگ در
تـر از   كه طولي پيوسته به وجود آيـد، مهـم   اي از اين دنباله بر هم منطبق نيستند تا آن زيرا هيچ دو نقطه. كاملاً نادرست است

 .ر عدد حقيقي گوياي ديگر وجود داردشما دانيم كه در واقع بين هر دو كسر گويا بي اين مي
شود، از منظر جبري و محاسـباتي   كه فاصله دو نقطه روي محور با قدر مطلق تفاضل آن دو نقطه سنجش مي با توجه به اين

بنابراين بجاست كه مفـاهيم مربـوط بـه رفتـار     . كند قدرمطلق تفاضل دو عدد، اختلاف و نزديكي آن دو عدد را مشخص مي
 .بندي كنيم و مفهوم قدرمطلق صورتا استفاده از نماد دنباله را ب

» L«كننـد   گراينـد و يـا حـول آن تجمـع مـي      شود جملات يك دنباله به آن مي در حالت كلي هرگاه عددي را كه تصور مي
 :هايمان را به زبان رياضي برگردانيم توانيم عبارت گاه به آساني مي بناميم، آن

}{ام دنباله nاختلاف جمله  nα مساويبا مقدار حدي ، || Ln −α 
|| ، مساويام دنباله تا نقطه حدي دنبالهnفاصله جمله  Ln −α 

در حالت خاص دنباله 
nn
1

=α ،عبارت قدرمطلقي مربوطه به صورت زير است: 

n
|

n
||L| n

101
=−=−α 

0001000در انجام فعاليت قبلي ملاحظه كرديم كـه اگـر بخـواهيم    
11
/n

؛ و هرگـاه  n〈٠٠٠/١٠٠٠باشـد، بايـد    >

910بخواهيم 
11

<
n

 .صدق كنند n<910در نامساوي  nكافي است مقادير  

000000000100توان گفت كه اختلاف جملات اين دنباله از عدد صفر از مقدار  آيا مي: احمد
1

///
) يك صد ميليـاردم ( 

 .شود تر مي نيز كم
 .تر بگيريم بزرگ 000/000/000/100را از  nكافي است كه . آري: دبير
11011: مثلاً +=n .در اين صورت: 

1111 10
1

110
11

>
+

=
n

 

 تر اي يكصدميلياردم نيز صادق است؟ آيا اين وضعيت براي همه اعداد كوچك و كوچك: احمد
 .كه انتخاب كنيم) اپسيلن ε<0مانند (آري بر عدد كوچك : دبير

1110است كه در مثال بالا  εتر از  اي به بعد اختلاف جملات مربوطه از صفر كم از شماره
1

=ε اختيار شد. 

توانيم اين وضعيت را براي همه اعداد كوچك نظير يك صدميليونم، يك ميلياردم و يا يكصد ميليـاردم امتحـان    اما چون نمي
 ).بخوانيد اپسيلن(شويم  εكنيم به ناچار بايد متوسل به 
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ε  همه اعداد كوچك و مثبت است و چون در عمل دلخواه فـرض  در واقع نماينده
 .سازد نياز مي ها و محاسباتي كه پايان ندارد بي شود ما را از تجربه مي

 ها چگونه عددي خواهد شد؟ اما شماره جمله. اين بسيار جالب است: احمد
 ها نامساوي  طبيعي است شماره جملات مربوطه كه بايد براي آن: دبير

ε<=−
n

|
n

| 101 

100بستگي خواهـد داشـت، بـراي نمونـه وقتـي       εبرقرار باشد به 
1

=ε ،١٠١=M    يعنـي هرگـاه   . بـه دسـت آمـد

١٠١≥n ،100
11

<
n

 ،M نماينده شماره مربوطه است. 

100وقتي 
1

=ε ١٠١، شماره مربوطه، يعني=M به دست آمد. 

1110وقتي 
1

=ε  ١١٠١١شماره مربوطه، يعني +=M      به دست آمد، زيرا ديديم از اين شماره بـه بعـد، يعنـي هرگـاه

1110>n  ً١١٠١١مثلا +=n ،21011 +=n ،31011 +=n  و. . . 

ε=<
+

=

ε=<
+

=

ε=<
+

=

1111

1111

1111

10
1

310
11

10
1

210
11

10
1

110
11

n

n

n

 

١١٠١١كه  nطور كلي براي هر و به  +≥n ،ε<
n
1. 

مان را در خصوص دنباله  توانيم تجربه اكنون مي
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
 :تر بيان كنيم ارورياضي  1

 .شود مي εتر از  به بعد كم Mاي مانند  ها از صفر از شمارهnαفاصله  ε) ولو بسيار كوچك(براي هر عدد مثبت 
 تر به عبارت دقيق
Mnهست كه هرگاه  M، عددي طبيعي مانند ε<0براي هر عدد  ≥، 

ε<=−α
n

|| n
10 

}{و بالاخره به اين مفهوم كليت داده، و آن را براي هر دنباله دلخواه  nα  و عددي حقيقي مانندL    كنـيم   كـه تصـور مـي
 :كنيم جملات دنباله به آن گرايشي دارند، بيان مي
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 :تعريف
}{گوييم دنباله  nα  داراي حدL       0اسـت، هرگـاه بـراي هـر عـدد>ε ،

وجود داشته باشد به طوري كه براي هر عدد طبيعـي   Mعددي طبيعي مانند 
n  كهMn −>ε، نابرابري ≤ |La| n برقرار باشد. 

}{دنباله «اين جمله را كه  nα  داراي حدي برابرL « با نماد رياضي به شكلLlim n
n

=α
∞→

نوشـته و آن را چنـين    

 .خوانيم مي
 ».است Lكند برابر  ميل مي ∞به  nوقتي  nαحد دنباله «

}{دنباله «گوييم  كه مي يا آن nα  بهL و در اين صورت دنباله . »همگراست}{ nα ناميم را يك دنباله همگرا مي. 
}{اي مانند  وقتي براي دنباله nα  چنني عددي حقيقي مانندL       كه در تعريف فوق صدق كنـد وجـود نداشـته باشـد دنبالـه

}{ nα  اميمن مي واگرارا يك دنباله. 
11دنباله مثال ـ  =− n

n}){( در . كنند را اختيار مي+ 1و  -1جملات اين دنباله يك در ميان اعداد . گيريم را در نظر مي
اما . قرار گرفته و لذا به اين دو نقطه گرايش دارند+ 1و  -1واقع جملات اين دنباله به عنوان نقاط خط حقيقي روي دو نقطه 

به فرد بوده و همه جملات به همين  يك عدد منحصربايست  مي Lباشد، زيرا مقدار  معلوم است كه اين دنباله همگرا نمي
به مقدار ( ١=Lهاي فرد هرگز به  nاين دنباله با اختيار كنيم جملات  L=1حال هرگاه . يك عدد گرايش كنند

كه در تعريف همگرايي  Lپس يك عدد مشخص .نيز صادق است =L-1همين وضعيت براي .نزديك نمي شوند )دلخواه
 . صدق كند وجود ندارد
 تمرين در كلاس

୬ܽتوضيح دهيد كه چرا دنباله -1 ൌ 2݊ ൅  .همگرا نمي باشد 1
2-,٢,  12 -,١دنباله  -2

3  ,٣,- 34  ,۴,-4
5  ,۵, …. 

يكي همگرا و ديگري واگرا ابتدا ضابطه اين دنباله را معلوم كنيد و از اين دنباله دو دنباله استخراج كنيد كه .را در نظر بگيريد
 .باشد
 مسئله هاي مربوط به تشخيص همگرايي و يا پيدا كردن حد دنباله ها را مي توان چنين طبقه بندي كرد: نكته
 مسئله هايي كه در آنها از پيش همگرايي دنباله بررسي شده و از شما خواسته مي شود تا مطابق تعريف تساوي حدي)الف

 . طبق تعريف مي بايست نشان دهيم كه حكم منطقي زير برقرار است) 1(براي اثبات. ا محقق سازيدر
൐אبراي هر عدد   n൐هست به قسمي كه براي هر  Mعدد طبيعي مانند  0 a୬| א൏، ܯ െ L| 

൐א، )1(در اثبات   .مجهول مسئله است) شماره جملات مورد نظر(به عنوان يك عدد طبيعي  0
M را بايد چنان پيدا كنيم كه در گزاره شرطي زير صدق كند: 
n൐عددي طبيعي و  nاگر  a୬| א൏،آنگاه  ܯ െ L| 

ε<−αبه بعد جملات دنباله در نامساوي  Mاست كه از شماره معناي اين گزاره شرطي آن  |L| n  صدق كرده و لذا
 .كنند تجمع مي Lدر اطراف 

ε<−αخواهيم نابرابري  در مسائل مربوط به اجراي دستورالعمل فوق، چون مي |L| n  برقرار باشد وε     بـر مـا معلـوم
 .را پيدا كنيم Mكنيم تا بتوانيم به نحوي  است، با اين نابرابري كار مي
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هـا از   در واقع در ايـن نـوع مسـأله   . بر ما معلوم نيست Lهايي است كه در آن  مسأله ،هاي مربوط به حد دسته دوم مسأله) ب
كنيـد   سازي حدسيهرا  Lكنيد دنباله مورد نظر همگراست ابتدا  چه فكر مي شود با بررسي جملات دنباله چنان ته ميشما خواس

Llim يدي حواتستان، مطابق بند الف  و سپس در صورت واقعيت امر و درست بودن حدسيه n
n

=α
∞→

 .را ثابت كنيد 

 :ضمناً هميشه يادتان باشد كه
، كه همان مفهـوم حـد   )2(ها و درك درست حكم منطقي  تسلط بر خواص نابرابري

 .هاي مربوط به همگرايي است است، از ملزومات اساسي حل مسأله

دنباله همگرايي ـ  1مثال 
12

13
=⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

n

n)( را بررسي كنيد. 

 بايد معلوم كنيم كه آيا اين دنباله همگراست يا واگرا؛ و اگر همگراست به چه عددي همگراست؟ :حل
 3هـاي بـه قـدر كـافي بـزرگ، بـه عـدد        nكنيم كه جملات دنباله، براي  با اندكي كنكاش در مقادير اين دنباله ملاحظه مي

n)(2دليل اين امر آنست كه مقدارهاي . گرايش دارند
تر شده و مقـدار آن بـه صـفر     هاي بزرگ كوچك و كوچكnبراي  1

 .شوند نزديك مي

32: حدس
13 =−

∞→
))((lim n

n
 .L=3، در اينجا 

 ي پيدا كنيم كهMبايد . عدد دلخواهي باشد ε<0فرض كنيم : اثبات

Mnكه  nبراي هر ) 1( ≥ ،ε<−− 32
13 ))(( n. 

 :داريم
nn )())(( 2

132
13 <−− 

ε<n)(2اي به بعد نـابرابري   در نتيجه بايد معلوم كنيم كه از چه شماره
گـردد و همـين شـماره مـورد نظـر       برقـرار مـي   1

 اين نابرابري معادل نابرابري. دهد را به دست مي Mمجهول 

ε
>
12n 

 گيريم مي 2طرفين لگاريتم در پايه  از. است

4
1

2logn > 

چون معلوم نيست كه 
ε
1

2log  ،عددي طبيعي باشدM كنيم را به صورت زير معرفي مي: 

11
2 +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

ε
= logM 

 .آيد به دست مي Mو بدين ترتيب مجهول 
 كند؟ صدق مي) 1(ي در گزاره شرط Mاز كجا معلوم است كه اين مقدار : احمد
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Mnعددي طبيعي و  nبراي اين كار فرض كنيم . ا آزمون نماييمر Mتوانيم  مي: دبير  .بايد نشان دهيم <

ε<−− |))((| n 32
13 

nجا  در اين
n )(2

13 −=α چون: 

١١log٢ +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=≥

ε
Mn 

]x ،x]xو براي هر   ، پس1+<

ε
>

1
2logn 

 در نتيجه

ε
=> ε 122

1
2logn 

 :كند با وارد كردن جملات، جهت نابرابري تغيير مي

ε<n2
1 

 و يا

ε<n)(2
1 

 اما 

ε<=−− nn )())(( 2
132

13 

 .كند صدق مي) 2(در نابرابري  nيعني 
 .، همه عمليات برگشت پذيرندMنيست زيرا براي يافتن  Mنيازي به آزمايش : محسن

بـه دسـت آمـده     Mهـا بكنيـد لزومـي بـه آزمـايش       پذيري عمليات و كار با نابرابري درست است، اگر توجه به برگشت: دبير
 .باشد نمي

2ـ آيا دنباله  2مثال 
π

=α nsinnهمگراست؟ 
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 .كنيم بررسي ميحل ـ برخي مقادير اين دنباله را 

1222
55

024
12

33
02
121

5

4

3

2

1

=
π

+π=
π

=α=

=π=α=

−=
π

=α=

=π=α=

=
π

=α=

)sin(sin,n

sin,n

sin,n

sin,n

sin,n

 

 .هستند -1و  0،  1كنيم كه مقدارهاي اين دنباله منحصر به اعداد  با ادامه محاسبات ملاحظه مي
 .تواند همگرا بوده باشد پس اين دنباله نمي

 .باشد 1ه همگرا به عدد شوند آيا ممكن نيست كه دنبال مجتمع مي 1بوده و لذا در  1بسياري از جملات دنباله برابر : احمد

),(اي مانند  كافي است بازه. ترين راه استفاده از نمودار دنباله است در اين مورد ساده. خير: دبير 2
112

11 يعني نـواري   −+

2و شعاع  1ه مركز ب
1

=ε  1را حول خط=y شكل زير. (در نظر بگيريم(  
 
 
 
 
 
 
 
 

Mnرا بــزرگ اختيــار كنــيم هميشــه  Mقــدر  هــر چــه knتــوان بــه صــورت  را نمــي ≤ در نظــر گرفــت و لــذا  =2
02 =π=α ksink. 

),(بوده و لذا در بازه  1اما تعداد زيادي از جملات دنباله كه با شماره فرد هستند برابر : احمد 2
112

11  .هستند −+

١اما اگر بخواهد تساوي حدي . درست است: دبير
٢

sinlim =
∞→

πn
x

)١,١(اتفاق بيتـد بايـد نظيـر      εε كـه در   −+

2جـا   اين
1

=ε   طبـق تعريـف ،M      ي يافـت شـود كـه بـراي هـرn   كـهMn ≥ ،)١,١( εεα +−∈n )  و يـا

ε<−α || n 1.( 

x

y 

1 2 3 4 5 
1- 

2
1
2
3

1 
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Mnكه  nبراي هر : توجه كنيد كه اين يك حكم كلي است بايد نابرابري برقرار باشد؛ در حـالي كـه گفتـه شـد هـر       ≤

knســـت،  هـــاييnرا اختيـــار كنـــيم  Mقـــدر كـــه  چـــه Mnكـــه  =2 امـــا  ≤
٢
١|١| ≥∈=−nα  زيـــرا

),(an 2
112

11  .؛ و اين با تعريف همگرايي در تناقض است∌−+

 مسائل

}١{١ابتدا حد دنباله ) الف( -1 =
−

nn
n سپس حدس خود را به روش ) ب. (را حدس بزنيدε اثبات كنيد. 

در مورد دنباله  -2
١

٢sin
=⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

nn
π  باشد همگرا نمي -1ثابت كنيد كه اين دنباله به عدد. 

4در مورد دنباله ) مفهوم زير دنباله( -3
π

= nsinan      جملاتي از دنباله را اختيـار كنيـد و از آن يـك دنبالـه نامتنـاهي ،
 :بسازيد مانند

....,a,a,a 642 
 سازند؟ آيا اين اعداد خود يك دنباله مي

12 =nn}a{ را امتحان كنيد. 
}دنباله  } 12 =nna  را يك زير دنباله دنباله{ } 1==nna ناميم مي. 

}نشان دهيد كه دنباله  } 12 =nna همگراست. 

يك زير دنباله از دنباله  -4
١٢

cos
=⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

nπ بسازيد كه همگرا باشد. 

}فرض كنيم  -5 } 1=nna  1يك دنباله دلخواه و=nk }a{ n     يك زيـر دنبالـه از دنبالـه{ } 1=nna    باشـد كـه در آن
nk از اعداد طبيعي است صعودي اي دنباله. 

}ثابت كنيد هرگاه  } 1=nna همگرا باشد .}a{ nk نيز همگراست. 
}فرض كنيم  -6 } 1=nna همچنين فرض كنيم . يك دنباله همگرا باشدk       عددي صحيح و ثابـت باشـد بـه قسـمي كـه

 .كنيم دنباله را چنين تعريف مي
knn ab += 

 و  k=2براي مثال هرگاه 
....,,,,...,,,, nnn 214321 ++ ααααααα 

}{دنباله  nα  باشد دنباله}b{ n چنين است: 
...,ab...,ab,ab,ab nn 2534231 +==== 

 :يعني
....,...,,, n 2543 +αααα 
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lim௡՜ஶثابت كنيد هرگاه. است }nn}b=1همان دنباله  a୬ ൌ  آنگاه  ܮ
 يك دنباله همگرا و  }nn}p=1فرض كنيم  -7

n

n
n p

bpp
+α

=+1 

 .را به دست آوريد }nn}p=1حد دنباله  7با استفاده از مسأله . اند اعدادي ثابت bو  αكه در آن 
. ها را حـدس زده و اثبـات كنيـد    كنيد همگرا هستند، حد آن فكر ميكه هايي را  آن. هاي زير همگراست يك از دنباله كدام -8
 .اين دنباله را توضيح دهيد واگراييكنيد همگرا نيستند، و  هايي را كه فكر مي آن

) الف
1

1
3
1

=

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n)(  13) ب =n
n}{ 

) د   n}n{log=1) ج
1

1
=⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

nn
log 

كه مفهوم حد دنباله و حد توابع را به درستي درك كنند رياضـيات را   كساني
 ).1358-1284(استاد فقيد دكتر غلامحسين مصاحب . (كنند بهتر درك مي

 :بندي كرد توان تقسيم دسته مي هاي واگرا را به دو دنباله. ±∞هاي واگرا به  دنباله. 2-6
ــه ــد  دنبال ــايي مانن 11ه =− n

n}){( ــراي آن ــه ب ــي، و   ك ــدد حقيق ــيچ ع ــا ه ــي ±∞ه ــت نم ــوري   ياف ــه ط ــود ب ش
Llim n

n
=α

∞→
. 

12 واگرايي مانند هاي دنباله =n}n{  گرچه جملات دنباله، برايnيك عدد حقيقي تجمـع ندارنـد، لـيكن     هاي بزرگ، حول
 !رفتار است دنباله به نوعي خوش

 رفتاري اين دنباله چيست؟ ادعاي ما از خوش
كنيم كه مقـادير جمـلات از هـر     ملاحظه مي) nبا مقداردهي به (كنيم  هاي بزرگ جملات دنباله را بررسي ميnوقتي براي 

 !رفتاريست خوش نوعشود و اين يك  تر مي بزرگ بخواهيمعدد حقيقي كه 
6102 بخواهيممثلاً هرگاه  >n 000500است  كافي/n >. 

8102هرگاه بخواهيم  >n  00000050كافي است //n >. 
) از پـيش تعيـين شـده   (بـه بعـد از عـدد     000/000/50معني ايـن گـزاره شـرطي آن اسـت كـه جمـلات دنبالـه از شـماره         

00000050ترند؟ زيرا از  بزرگ 000/000/100 //n 0000001002گيريم كه  نتيجه مي < //n >. 

knكـه   باشـد، بـراي آن   عدد حقيقي كـاملاً دلخـواهي   kبه طور كلي فرض كنيم  2كـافي اسـت    2<
kn و چـون   <

12كــافي اســت كــه ) شــماره جمــلات(طبيعــي باشــد  nخــواهيم  مــي +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡>
kn  اختيــار كنــيم زيــرا واقــع اســت كــه

212
kk

>+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡. 

Lbnn
=

∞→
lim
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 .توانيم تعريف خاصي از واگرايي ارائه دهيم حال مي
α=1تعريف ـ گوييم دنباله   nn}{  است هرگاه ) +∞يا ( ∞واگرا به

 .گزاره منطقي زير برقرار باشد
يافـت شـود بـه     Nعـددي طبيعـي ماننـد     k مثبت براي هر عدد حقيقي

Nnقسمتي كه هرگاه  > ،kn >α. 
α=∞نويسيم  در اين صورت مي

∞→
n

n
lim. 

شوند به نحـوي كـه بـراي هـر عـدد       ميتر  دلالت بر آن دارد كه جملات دنباله بزرگ و بزرگ ∞به زبان ساده، واگرايي به 
 .ترند بزرگ kاي به بعد همه جملات از  ، از شمارهk) بزرگ(حقيقي 

α=∞شود اين است كه هرگاه تساوي  حاصل مي ∞اي كه فوراً از واگرايي به  نكته
∞→

n
n
lim   جمـلات  . اتفـاق بيفتـد

توان گفـت كـه    شوند و به صورتي مجازي مي تر مي اند بلكه بزرگ و بزرگ اند، نه تنها مثبت الزاماً مثبت جايي به بعددنباله، از 
 !آيند گرد مي ∞ در حول و حوش

 :شوند تر مي اند، ليكن از نظر قدرمطلق بزرگ و بزرگ مشابه وضعيت فوق وقتي است، كه جملات دنباله، از جايي به بعد منفي
 تعريف

α=1گوييم دنباله  nn}{  نويسيم  است و مي −∞واگرا به
∞→
−∞=

n
nαlim  هرگاه گزاره ذيل برقرار

 :باشد
Nnوجود داشته باشد به طوري كه هرگاه  N، عددي طبيعي مانند  kبراي هر عدد حقيقي منفي  ، آنگاه  <

kan < . 
α=∞−پس هرگاه 

∞→n
nlim  بايست از جايي به بعد منفي بوده و از نظر قدرمطلق بـزرگ و   افتد جملات دنباله مي اتفاق

 .تر شوند بزرگ
 باشد؟ −∞يا واگرا به  +∞توانند واگرا به  شوند مي اي كه جملات آن به صورت نوساني مثبت و منفي مي آيا دنباله

 : فعاليت كلاسي
حدس خود را ) ب. است −∞يا واگرا به  +∞ها واگرا به  يك از دنباله سازي مشخص كنيد كه كدام ابتدا با حدسيه) الف

 .ثابت كنيد

1 .∞
=12

n]}n{[                          2 .∞
=− 121000 n}n{                       3 .∞

=+− 16 1
10
1

n)}n({ 

 .پردازيم مي) 1(براي نمونه و راهنمايي به
]n[در نتيجه . شود تر مي نيز بزرگ 2nكند، قطعاً  وقتي مقادير بزرگ اختيار مي يابد؛ زيرا              نيز افزايش مي 2

122 −> n]n[(*) 
=∞+پس حدسمان اين است كه                                                                                    

∞→
][lim)١( ٢n

n
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]k]nاي بـه بعـد    بايـد نشـان دهـيم از شـماره    . عدد مثبت دلخواهي باشد k<0فرض كنيم  ):1(اثبات  پـس   2<

]Nn,k]nاست كه هرگاه  Nاي مانند  مجهول، شماره  .معلوم مسأله است kدر اينجا .  2<≤

 )چرا؟( k<2چنان است كه   kتوانيم فرض كنيم كه عدد معلوم  مي
]k]nبراي آنكه (*) بنابر  knكافي است نامساوي  2<  .را حل كنيم  ١٢−<

knاما اين نامساوي معادل  knو يا  12<+ +> kNمجهـول را   Nتوانيم شماره  مي. باشد مي 1 += 1 
]k[پس . عدد طبيعي نباشد k+1اختيار كنيم، اما ممكن است  k[n[اما اگر . كنيم را اختيار مي 1+ +> 1 

݊ معلوم نيست كه ൐ √1 ൅ N=ൣ√1لذا  ݇ ൅ ൧ܭ ൅  .كنيم را به عنوان شماره مجهول انتخاب مي 1
N=ൣ√1فرض كنيم  : توانيم حكم مسأله را آزمون نماييم مي ൅ ൧ܭ ൅ 1 n൐ پسkn +〉 ١ . 

 در نتيجه 
kn  اما  12<+
22 1 n]n[ ]k]n؛ در نتيجه            +< +>+ k]n[nو يا  112 >=α 2  

 .كنيم يك بار ديگر حل مسأله را به اختضار مرور مي
=∞+ادعا داشتيم كه 

∞→
]n[lim

n
 .بايست ثابت كنيم براي اثبات اين ادعا مي.  2

)k(kبراي هر عدد ) *(* 2> N  هست كه هرگاهNn,k]n[ >>2  
]k]nبايد  N >nشود كه براي هر  پيدابايد چنان  N. مجهول است Nمعلوم و  k(**) . در اثبات  >2 . 

]k]nبا استفاده از خواص تابع جزء صحيح از نامساوي  مطلوب ماست، راه افتاديم و به كه  ،   2<
١[١[ ++= kN به عنوان شماره مجهول رسيديم. 

 :ها هاي مربوط به حد دنباله يادتان باشد، كه در حل مسأاه
آنگاه در . . .  هاي شرطي اگر  ها و درك صحيح گزاره استفاده از خواص نابرابري

 .يادگيري حسابان نقش اساسي دارد
 مسائل

 ثابت كنيد.1

=∞) الف
+

∞→ n
n

n

١lim
٢

) ب    
n

nn

n

١(١(lim
٢ −

−
∞→

 .موجود نيست 

α=∞ثابت كنيد هرگاه      . 2
∞→

n
n
lim          01آنگاه

=
α∞→ nn

lim  

001فرض كنيم همواره . 3
>α=

α∞→
n

nn
,lim  . ثابت كنيد∞=α

∞→n
nlim  
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01و  αn>0فرض كنيم همواره . 4
=

α∞→ nn
lim  ثابت كنيد−∞=α

∞→n
nlim 

12فرض كنيم                                                                                     . 5
1135 2

+
+−

=α
n

nn
n 

                                            
72
13

2
2

+

+
=

n
ncn                          و

١۶
١

٣

٢

+
−

=
n
nbn 

 .ثابت كنيد. هايي از اعداد باشند  دنباله

                   2
3

=
∞→

n
n

clim               0و=
∞→

n
n

blim                 و∞=
∞→

n
n

alim 

  اصل موضوع تماميت 2-7
پـس از كشـف نظريـه حسـاب     . دارد Rهـاي مجموعـه اعـداد حقيقـي يعنـي       ها ارتباط تنگاتنگي با ويژگي ه حد دنبالهعمطال

هايي در برخـي مـوارد و نتـايج آن بـروز      ساماني ديفرانسيل و انتگرال توسط دانشمندان آلماني و انگليسي در قرن هفدهم نابه
ساماني تلاش كردند و سرانجام پس از طي بيش از يك قرن و ايراشـتراس توانسـت    رياضيدانان چندي در رفع اين نابه. كرد

بندي دقيق و منطقي بحث حساب و ديفرانسيل و انتگرال بـر شـناخت    و ايراشتراس دريافت كه صورت. نايل شود به رفع آن
است كه دستگاه اعداد گويا، يعني  Rهاي  ترين ويژگي اصل  تماميت يكي از مهم. تر دستگاه اعداد حقيقي استوار است عميق

Q اصل تماميـت، هماننـد   . از اصل تماميت ، اين اصل را بيان خواهيم كرد، ليكن به دليل نياز به استفاده .كنيم را بررسي مي
 .كند بيشتر اصول ديگر، گرچه به لحاظ شهودي دركي ساده دارد اما به لحاظ نظري اثبات آن ناممكن جلوه مي

در اينجا فرض . باشند مي Rي ترتيبي روي  كنيم كه منبعث از رابطه بيان مي Rهاي  ابتدا دو ويژگي در باب زير مجموعه
 .باشد Rيك زيرمجموعه ناتهي  Aكنيم  مي

Ax∈  ،uxناميم هرگاه براي هر  Aرا يك كران بالاي   Uعدد حقيقي   ـ1تعريف ≤ . 
Ra∈  را كوچكترين كران بالايA ناميم هرگاه  ميa  يك كران بالايA   بوده و براي هر كران بالاي ديگـرA   ماننـد
U  ،ua ≤. 

 .نگاه كنيم Aتوانيم از پايين به مجموعه  مشابهاً مي
Ax,xvناميم هرگاه براي هر  Aرا يك كران پايين  vعدد حقيقي  ـ 2تعريف  ∈≤ . 

Rb∈  را بزرگترين كران پايينA ناميم هرگاه يك كران پايين  ميA     بوده و براي هر كـران پـايين ديگـرA   ماننـدv 
bv ≤ . 

 .نامند ترين كران بالا را سوپرموم و بزرگترين كران پايين را اينفيموم نيز مي كوچك
 !ساخته شده است 1چگونه از روي تعريف  2دقت كنيد كه تعريف 

:A],[براي مثال، فرض كنيم   .است Aيك كران بالاي  3در اين صورت  =21
 .است Aنيز يك كران بالاي  5/3
 چند كران بالا دارد؟ Aچطور؟  5/2

 .است Aكوچكترين كران بالاي  a=2كدام است؟ آري  Aكوچكترين كران بالاي 
 .است Aبزرگترين كران بالاي  b=1مشابهاً به آساني معلوم است كه 

ترين كران بالا و يا بزرگترين كران بين يك مجموعـه   اما ممكن است كوچك. تعلق دارند Aبه  bو هم  aدر اين مثال هم 
 .به آن مجموعه تعلق نداشته باشند
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B),(هرگاه  اسـت، در   1نيـز برابـر    Bو بزرگترين كـران پـايين    2برابر  B، آنگاه كوچكترين كران بالاي )بازه باز( =21
 .تعلق ندارند Bحالي هيچيك به 

 )چرا؟(
 داراي كوچكترين كران بالا و بزرگترين كران پايين هستند؟ Rهاي ناتهي  ي زير مجموعه آيا همه -سؤال

A],(نظرتان را در مورد  B),(و  1=∞  .بيان كنيد =∞−2
 

 فعاليت كلاسي
 .ها را توضيح دهيد اند آن كنيد درست ها كار كنيد؛ اگر فكر مي توانيد با مثال در مورد احكام ذيل فكر كنيد، مي) الف

 !اند، نيز توضيح دهيد كنيد نادرست و اگر فكر مي
 .هر مجموعه از بالا كراندار داراي كوچكترين كران بالا است. 1
 .پايين كراندار داراي بزرگترين كران پايين است هر مجموعه از. 2
 .يك مجموعه كراندار و ناتهي باشد هم كوچكترين كران بالا و هم بزرگترين كران پايين دارد Aهرگاه . 3
BAهرگاه . 4 ⊆≠φ وR∈U  يك كران بالايB  ،باشدu  يك كران بالايA باشد نيز مي. 
 .هاي پايين پيدا كنيد در باب كران) 4(حكمي نظير . 5
 

بـه  در رياضـيات  » اصـل «و يـا اختصـاراً   » اصـل موضـوع  «بايد توجه داشـت،  . كنيم اكنون اصل موضوع تماميت را بيان مي
 . شود مي شود كه بدون اثبات پذيرفته اي گفته مي گزاره

 اصل موضوع تماميت در باب اعداد حقيقي
تـرين   اعداد حقيقي كه داراي كران بـالا باشـد، داراي كوچـك    يك مجموعه ناتهي از

 .كران بالا است
 اين اصل معادل است با اصل زير

ترين  يك مجموعه ناتهي از اعداد حقيقي كه داراي كران پايين باشد، داراي بزرگ
 .كران پايين است

 .دازيمپر ي اين فصل مي ترين قضيه با استفاده از اين اصل، اكنون به اثبات مهم
}a{فرض كنيم : 1  قضيه n در اين صورت . يك دنباله صعودي و از بالا كراندار باشدn

n
lim α

∞→
به . وجود دارد 

 .عبارت ديگر هر دنباله صعودي و از بالا كراندار همگراست
Nna{S{دهيم  قرار مي :اثبات n . مجموعه مقادير عددي جملات دنباله مورد نياز مورد بحث است Sيعني  =∋

 .است Kكران بالايي مانند  Sداراي  φ≠Sپس 
نشان . ناميم مي Lرا  Sترين كران بالاي  اين كوچك. ترين كران بالاست داراي كوچك Sبنابر اصل موضوع تماميت 

Llimدهيم كه  مي n
n

=α
∞→

n  ،Lanبراي هر .    ε=Lپس . عدد دلخواهي باشد ε<0حال فرض كنيم  ≥

LL,Lنيست، زيرا  Sيك كران بالاي  <ε− ترين كران بالاي  كوچكS فرض شده است. 
naLوجود دارد به طوري كه  Nαمانند  Sنيست، حداقل يك عضو  Sكران بالاي  ε−Lچون  <−ε  حال براي

Nnهر  > 
ε−>α>α LNn 
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Lnطرف ديگر  از <α در نتيجه براي هرn  كهNn >    
                                                                               εε +<<− LaL n  

Nnيعني براي هر  > 
                                        ε<α −Ln 

Lalimپس  n
n

=
∞→

 .همچنان كه ادعا شده است 

 .كنيم آن را بيان مي! آيد قضيه فوق يك زوج دارد كه از تبديل مفاهيم موجود در قضيه به مفاهيم زوج آن به دست مي
 .هر دنباله نزولي و كراندار از پايين همگراست: 2قضيه 

12ثابت كنيد دنباله : مثال =
π

n}
n

{sin همگراست. 

با توجه به شناختي از رفتار تابع  -حل
n

siny 2
π

),(به ويژه در بازه  = 20 π       داريم، معلوم اسـت كـه ايـن دنبالـه يـك
 nبراي هر   به علاوه. دنباله نزولي است

n
sin 20 π

 .اين دنباله همگراست 2بنابراين بر طبق قضيه . يك كران پايين اين دنباله است 0پس عدد  >

  تمرين در كلاس
 .هاي زير همگرا هستند نشان دهيد كه دنبالهابتدا . 1

{) الف
n

{
1

11 2 +
{) ب                             +

n
{ 11−  

 .ها را محاسبه كنيد سپس حد آن
}a{دنباله . 2 n چنين تعريف شده است: 

                                                  ,.......),,n(, nn 32161 11 =α+=α=α + 
 .ثابت كنيد كه اين دنباله همگراست) الف
 .حد اين دنباله را بدست آوريد) ب

 .رسانيم كه در حسابان و آناليز نقشي كليدي دارد اين بخش را با يك قضيه مهم به پايان مي
 .اي از اعداد گويا است هر عدد حقيقي حد دنباله: قضيه
uunدهيم  قرار مي. عددي گويا است uفرض كنيم : اثبات   ∋Nnبراي هر  =

}u{پس  n اي ثابت و متشكل از اعداد گوياي  دنبالهu  بوده و معلوم است كهuulim n
n

=
∞→

  

 .گيريم را در نظر مي uعددي گنگ است، بسط اعشاري  u: حالت دوم
nu......uuu/uu 3210=  

نامتناهي و البته نامنظم  uچون گنگ است بسط اعشاري . بوده و عددي صحيح است uجزء صحيح  0uكه در آن 
 .دهيم قرار مي. باشد مي

101 u/ur = 
2102 uu/ur = 
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nn u......uu/uur 210== 
 به علاوه: عددي گويا است زيرا بسط اعشاري مختوم دارد nrلذا هر 

...٠٠/٠٠..........٠ ٢١ ++=−< nn

n

n uuru
48476

 
 :در نتيجه

110 1 <=− ++ .........u.......u/ru knnn
n 

>−>                و يا                                                                           nru0 

0چون 
10
1

=
∞→ nn

lim  0به ازاي عدد دلخواه>ε,N  است كه براي هرNn,n >ε<
10
در نتيجه براي  1

Nnكه  nهر  >  
                      

ε<<− nnru
10
urlim         يعني                                 1 n

n
=

∞→
 

 xعـددي مثبـت و    aفرض كنيم . هاي اين قضيه، استفاده از آن براي تعريف توان اعداد به نماي گنگ است ه يكي از كاربرد
}x{اي مانند  بنابر قضيه فوق دنباله. عددي گنگ باشد n  از اعداد گويا است كهxxlim n

n
=

∞→
 xα، اينك تـوان   

nx.    كنيم را چنين تعريف مي
n

x alim
∞→

=α  

 .تعريف شده است) به نماي گنگ xa )aچون توان اعداد گويا تعريف شده است، پس 
 .شود هاي گنگ نيز منتقل مي قواعد آشناي توان كه براي اعداد گويا برقرار است به توان

}y{اي از اعداد گويا مانند  لذا دنباله. دو عدد گنگ باشند x ،yفرض كنيم  n  است كهyylim n
n

=
∞→

 

  )alim)(alim(a.a nn y
n

x
n

yx
∞→∞→

=          

)aa(lim nn yx
n ∞→

= 

nوnچون ( xy گويا هستند( 

∞→

+=
n

yx nnalim 
)yx(lim nn

n
+

∞→α= 
nnnn

yx
→∞

+
→∞=

limlim
α 

yx+α= 
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 خواندني 
 

 يك دنباله مهم -2
 گيريم دنباله زير را در نظر مي

                                                              ,.....)(,)(,)(,)(,: 5432
5
6

4
5

3
4

2
32 ∞+ })

n
{( n11 

 .العاده دارد ي نظري اهميت فوق چنين از جنبه اين دنباله هم به لحاظ كاربردي و هم
 بناميم، يعني  eشود اين دنباله همگرا است و هرگاه حد آن را  چرا؟ ثابت مي

e)
n

(lim n
n

=+
∞→

11 
هاي رشد و  ها فرآيند ترين پديده دو دسته از مهم. شود هاي خلقت ظاهر مي به صورتي طبيعي، در بيشتر پديده eعدد حقيقي 
. ي دوم كميت مورد بحث رو به زوال دارد كند و در پديده رشد مي) نسبت به زمان(در اولي كميت مورد مطالعه . زوال هستند
دهيم، به شدت رشد كرده و پس از زمان اندكي تعداد  ي مناسب قرار ميوقتي تعداد اندكي باكتري را در محيط: براي مثال

هاي اورانيوم، پلوتونيوم، و يا انشتانيوم را  در حالي هرگاه مقداري ماده راديو اكتيويته مانند فلز. شود برابر مي  و يا صد 3و2ها  آه
 eعدد . گردد ل يافته به عناصر ديگري مبدل ميداشته باشيم، پس از مدتي مقدار آن كاهش يافته، يعني بخشي از ماده زوا

 e. كند اي كه در محاسبات مربوط به رشد و زوال به صورت طبيعي بروز مي هايي نقش اساسي دارد، به گونه در چنين پديده
 .شود ناميده مي لگاريتم طبيعيباشد  eي عدد  از اين بابت لگاريتمي كه پايه. شود در اقتصاد نيز مطرح مي

({همگرايي دنباله اثبات 
n

{( n11+ كنيم كه اين دنباله ابتدا ثابت مي. پذير است بر اساس اصل موضوع تماميت امكان  

(,nمثلاً براي هر . كنيم كه اين دنباله از بالا كراندار است صعودي است سپس ثابت مي
n

( n 411 ≤+ 
 .كنيم ابتدا يك قضيه كمكي ثابت مي

}b{دنباله : 2قضيه n  با ضابطهn
n )

n
(b  .صعودي است=−11

,nكنيم براي هر  ثابت مي: اثبات
b

b

n

n 11  .داريم +<

)
n

(
)

n
(

)
n

(

)
n

(

)
n

(

b
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n

n

n

n

n

n 1111
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11
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−
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⎡
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: بنابر نامساوي برنولي(
١
١١)

١
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n
n

n
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(بنابراين                                                          
n

)(
n
n( 11

1
11 2 −
−

+
+>  

                                                           1111
111 =−
−

+>+ )
n

)(
n

(
b

b

n

n 

}a{دنباله : 3قضيه  n ي با ضابطه :n
n )

n
(a  .صعودي است  =+11

,nكافي است ثابت كنيم براي هر : اثبات
n

n 11 >
α
α  .داريم +

)١١()١١

١
١١

(
)١١(

)
١

١١(
١

١

١

n
n

n

n

n
a

a n

n

n

n

n +×
+

+
+

=
+

+
+

= +

+

+ 

 )   مساوي برنولينا بنابر (

)
n

()
)n(

()
n

()
)n(
nn( nn 11

1
1111

1
2 1

2
1

2
2

+
+

−=+×
+

+
= ++ 

1111
11 =+
+

−> )
n

()
n

( 
21چون  =α ي  و دنباله}{ nα  22صعودي است پس براي هر ≥>α n,n 

nي  دنباله: 4قضيه 
n )

n
( 11+=α از بالا كراندار است. 

}b{ي قبل دنباله  بنابر قضيه:اثبات n ي  با ضابطهn
n )

n
(b  .صعودي است =−11

4چون 
1

2 =b  پس براي هرn,bn 4
1

  nگيريم كه براي هر  از اينجا نتيجه مي <

4
1

×α>α nnnb 

nn
nn )

n
()

n
(b 1111 −+=α 
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١١(١( ٢ <−= n

n
 

14در نتيجه                              
1
<×αn               4و يا<αn  

211دنباله  -1نتيجه  )
n

(n +=α همگرا است)١(صعودي و از بالا كراندار است پس طبق قضيه. 

(eناميم، يعني  مي eرا  nαحد دنباله  -2نتيجه 
n

(lim n
n

=+=
∞→

11  

n 42ضمناً براي هر  <α< n  42اذا ≤α<
∞→ nn

lim  42يعني ≤≤e  

}a{شود كه عدد نيز يك كران بالاي دنباله  و ثابت مي n 32پس . است <<e  
({ثابت كنيد كه دنباله  -مثال

n
{( n 111  .نزولي است ++

1كافي است ثابت كنيم كه  -حل
1
>

+n

n
a
a داريم. 

1
11

1
1

11
1

11
1

1
11

11

1
11

11 1
1

2

1

1
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+
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 :نامساوي برنولي داريمو اما طبق 
بنابراين                                                                  

1
11

1
112

112
11 2

1
+

+=
+

+
+>

+
+

+≥
+

+ +
n)n(

n
)n(n

n)
)n(n

( n 

در نتيجه                                                                                                    
1

1
11

1
1

11
1

=

+
+

×
+

+>
+ )

n
(

)
n

(
a
a

n

n 

1و يا 
1
>

+n

n
a
a 

 تمرين در كلاس
 .هاي زير را حدس بزنيد حد دنباله. 1

n
n )

n
(a 211+= 

n
n )

n
(b 311+= 
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211
n

n )
n

(c += 
 :هاي مكرر استفاده كنيد از قاعده توانـ  راهنمايي

       ββα = a)a(])a[( 
 .رقم اعشار به دست آوريد 10را تا  eحساب و رايانه خود كمك بگيريد و عدد  از ماشين. 2
1000101حاصل . 3 )/(  .مقايسه كنيد eدست آوريد و با عدد   را به +
365حاصل . 4

365
11 )(  .مقايسه كنيد eرا به دست آوريد وبا عدد  +

 ) Leonard Euler(لئونارد اويلر 
هاي مختلف رياضيات از جمله جبر، آنـاليز، توپولـوژي و هندسـه انجـام      رياضيدان مشهور آلماني كه كارهاي زيادي در زمينه

كتاب و مقاله در عالم رياضيات در زمان حيات پربار خـود بـه    570اويلر رياضيداني بسيار پركار بوده است؛ بيش از . داده است
 .آورده است ي تحرير در  رشته

nبراي عـدد   eانتخاب حرف . اند او را سودمندترين رياضيدان همه قرون و اعصار دانستهبرخي 
n

)
n

(lim 11+
∞→

، كـه آن   
 .است  اقتباس شده) Euler(نامند، به افتخار اويلر از حروف اول اويلر  را عدد نپرِ مي

 
 ها جبر دنباله 2-9

بـه  ) دو دنبالـه (جمع يا تفريق كرد و دنباله جديدي به نام مجموع يا تفاضل توان همانند اعداد با هم  هاي عددي، را مي دنباله
در مورد تقسيم نيـز  . ضرب را به دست آورد توان در هم ضرب كرد و دنباله حاصل همچنين دو دنباله عددي را مي. دست آورد

 .توان دو دنباله را بر هم تقسيم كرد تحت شرايطي مي
 

}b{و}a{فرض كنيم  -تعريف nn هاي  دو دنباله باشند در اين صورت دنباله
}ba{}ba{,}b.a{ nnnnnn }ba{ام دنباله  nي  را خواهيم داشت، جمله −+ nn جمع  همان حاصل +

nnعددي  a,b است. 
}a{,}b{هاي  همگرايي دنباله nn شود هاي به دست آمده منتقل مي هبه آساني به همگرايي دنبال. 

 
}b{,}{فرض كنيم  -5قضيه  nn α در اين صورت . دو دنباله همگرا باشند 

}ba{,}b.a{,}a.c{هاي  دنباله) الف nnnnn ± )c علاوه به . همگرا هستند) عددي ثابت 
                                                                                      

∞→∞→∞→∞→∞→∞→
±=±=

n
n

n
nnnnn

n
n

nnn
n

babababa limlim)(lim.lim.limlim 

≠0هرگاه ) ب
∞→n
nblim  دنباله ،}

a
a{

n

n  نيز همگرا است و
∞→

∞→
∞→

α
=

α

n
n

n
n

n

n
n blim

lim

b
lim  
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}a{,}b{فرض كنيم ) قضيه فشردگي( -6قضيه  nn  دو دنباله و
∞→∞→

=
n

n
n

n ba limlim    همچنين فـرض كنـيم ،

}c{ n اي باشد به قسمتي كه براي هر  دنبالهnbca nnn }c{كه در اين صورت دنباله  ≥≥, n    نيـز همگراسـت و
Lclim

n
n =
∞→

  

Lblimچون . عدد مفروض دلخواهي باشد ε<0فرض كنيم  -اثبات
n

n =
∞→

به بعد        1Nي مانند ه ااز شمار 

ε<−Lb)( n1  
Laهمچنين چون 

n
n =

∞→
lim 2اي مانند  از شمارهN  به بعدε<−α L)( n2  

}max,{حال فرض كنيم  ٢١ NNN Nnعدد طبيعي دلخواهي باشد كه  nو  = ,٢١، پس  < NnNn ، و  <〈
 .با هم برقرارند و داريم) 2(، ) 1(روابط 
ε+< Lbn 
naL <ε−          )چرا؟( 
 

n  ،nnnاما براي هر  bca Nnكه   nلذا براي هر  ≥> >. 
ε+<<ε− LcL n  

Lclimدر نتيجه  ε<−Lcnيعني 
n

n =
∞→

  

٠١limدانيم  مي  -مثال =
→∞

knn

 هاي زير بحث كنيد در همگرايي دنباله. عددي طبيعي است kكه در آن  

{) الف
nn
nn{

35
12

2
2

−+

{) ب                                          −−
n

ncos{  

 داريم ) الف( -حل

2

2
2
2

315

112

35
12

nn

nn
nn
nn

−+

−−
=

−+

−− 

 اما

٢٠٠٢

١lim١lim٢lim)١١٢lim( ٢٢

=−−=

−−=−−
∞→∞→∞→∞→ nnnn nnnn 

۵٠۵

١lim٣١lim۵lim)٣١۵(lim ٢٢

=−+=

−+=−+
∞→∞→∞→∞→ nnnn nnnn 
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5در نتيجه     
2

35
12

2
2

=
−+

−−
∞→ nn

nnlim
n

  

11دانيم همواره  مي) ب ≤χ≤− cos  در نتيجه براي هر عدد طبيعيn ، 

چون                                                                                                 
nn

xcos
n

11
≤≤− 

                                                                  011
=−=

∞→∞→
)

n
(lim

n
lim,

nn
    0=

∞→ n
ncoslim

n
 

 مورد نظر   هاي زير مشخص كنيد كه آيا دنباله در باب هر يك از تمرين -مسائل
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